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数学分析是数学类各专业的最重要的一门基础课程，是数学类 
各专业及一些信息、计算机类专业硕士研究生入学考试的必考课程 
之一，同时也是大学生入学后遇到的第一门内容抽象的课程 . 对初 
学者来说，其中的许多概念难懂，方法抽象，解题难以入手.因此, 
如何把握课程的内容，笮握正确的学习方法显得至关重要.另外， 
有一些理论问题和解题的方法与技巧在该课程的教学中不能充分地 
展开，在本科高年级开设数学分析选讲是十分必要的，能够使报考 
硕士研究生的学生从容地面对入学考试.基于上述原因，我们编写 
了这本书，以帮助学生学好数学分析，满足广大读者学习和考研复 
习的需要. 

全书采用分类、分块的方法，系统地总结了数学分析中的基本 
内容和基本方法，以邓东皋、尹小玲编著的 〈数 学分析简明教程〉 
(以下简称 <教 程〉） 的课后习题解答为主线，给出了 300多道典型 
例题.通过一系列典型例题，由浅入深地介绍了数学分析的学习方 
法和解题方法，同时注重一题多解、一题多证.特別是通过对典型 
例题的分析和注释，使学生能够更好地融会知识、理解槪念和掌握 
方法，以提高学生的分析问题和解决问题的能力. 

本书包括：函数与极限、实数理论的基本定理、一元函数微分 
学、一元函数积分学、多元函数微分学、多元函数积分学、数项级 
数和函数项级数、反常积分和含 参变童 积分共八章. 

各章节的内容结构分为基本要求、主要概念和结论、常用解题 
方法与典型例题、综合例题四部分内容. 

~、基本要求. 根据我们自己对数学分析教学大纲的理解, 
列出了需要笮握的知识点.由于没有统一要求，仅供参考， 





二、主要《念和结论. 按基本要求列出基本内容，帮助读 
者抓住重点，全面把握章节内容. 

= s 常用解題方法 及典型 例題. 根据编者的教学实践，选 
解了大量课程内容要求的典型例题和（教程〉的主要习题.对具有 
代表性的题目给出了多种解题方法，对常用解题方法进行了分析、 
注释和总结. 

四、综合例题. 为了满足进一步探造的同学的需求，我们选 
解了大量综合性的题目和部分理工科大学的研究生入学试题. 

书后的附录1给出了 <教程）的主要习题解答与提示，附录2 
给出了东北大学和北京师范大学近几年的碩士研究生入学考试试 
题， 

本书由王晓敏、李晓奇、惠兴杰 主编； 副主编为王书田（河北 
工业职业技术学院）、张建波、马祥、张子选， 

由于编者水平所限，加上时间仓促> 不妥与错误之处 在所难 
免， 所 作的解答也未必是最好的，恳请读者批评指正. 


编者 

2005年7月于东北大学秦皇岛分校 
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第一章函数与极限 


数学分析这门课程研究的对•象是函数，而它是用极限方法研究函数的.从 
方法论的角度来说，这是数学分析区别于初等数学的显著性标志. 

数学分析中几乎所有的概念都离不开极 m . 极限概念是数学分析的重要 
概念，极限理论是数学分析的基础理论和核心，它贯穿于数学分析的全部内容 

中. 

§1函数 


一、 基本要求 

1. 理解函数的概念，理解复合函数、分段函数的概念， 

2. 掌握基本初等函数的性质及其图形， 

3. 掌拥几神重要的非初等 S 数. 

4. 会判断函数的有界性、奇偶性等性质. 

二、 主要概念和结论 

1. 函数的定义设 X 是某实致集合，若存在一对应法则/,使得对于 X 
中的任一实数 or , 存在惟一的实数 y € R 与之对应，则称/是定义在 X 的®数， 
记为 

/： X—R 或 /:工— ） 或 x 6 X . 

X 称为函数/的定义域，： t 称为自变 fi ， y 称为因变 a , 

函数的确定取决于两个 因索： 定义域 X ;对应法则， 

2. 初等函数 

六种基本初等函数常值函数、幂函数、指数函数、对数函数、 Z 角函数 
和反三角函数. 

初等函数由基本初等函数经有限次的四则运箅和有限次的复合运算所 
得的函数. 

3. 几种常用的重要函数 







振荡函数 


in 丄， x^O 
x 

0, x = 0 


K x 为有理数 
0, x 为无理数 ， 

U x >0 
sgn(.r) = \ 0, x = 0. 

{ -1, x <0 

4 .函数的几种基本持性设函數 /( i ) 在区间 X 有定义. 

(1) 奇偶性设 x •关于原点对称_ 若 vxex , 有/(-工）=-/(义 
称 / U ) 为奇 函数； # Vx € X , 有 /( -幻 = / U ), 则称 / U ) 为偶函数, 
• (2) 单调性 ^ Vx lt x ：€ X t 且：^<尤 2 ,有 /(&)</<&)(/(• 

/ U 2 ))， 则称 /(; r > 在 X 单调上升（下降）或单调增加(减少）. 

(3) 闹期性若3丁>0, ex ， 且工 + rex , 有 /(j + t ) = j 
则称 / U ) 为周期函致. T 为 /(X) 的周期. 

(4) 有界性若 JVf>0, Vz€X ，有 l/(x) I < ： M t mw /U) 在 


三、常用解題方法与典型例發 


y= \ 

(2) 取整函数 : y = [_ c ]. 

(3) 狄利克雷函数 

DU ); 

(4) 符号函数 
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I 证明】 








• 【例 1-3】 叙述函数无界，并证明/(=)= >在(0, 1) 无界. 

I 解】 设函数 / U ) 在 X 有定义，若 VM >0，3 x 0 ex , 使得 |/ U 0 >| > 
则 fix ) 在 X 无界， 

VM >0, 取 .■■€(0, 1), 则 |/( x 0 ) |=4=1 + M > M .故 

VI + M 

/( x ) 在 (0, 1) 无界. 

【例 141 设 / U ) 为定义在 （- oo , + co ) 内的任何 S 数•证明/(_0可分 
解成奇函数与俏函數之和. 

I 证明】 构造函数 5 U )=+[/ U )-/(-： T )], h { x ) = j -[ f (, x ) + 

/(--r)],W'U<-x) = y[/(-^)-/(x)]- - 5 (x), A(-x) = y[/(-a:) 

+ /( x )] = A ( x >, 即 gU ) 为奇函数 ， A U ) 为偶函数，而 / U ) = g ( x > +A 
(:«:>， 故 / U ) 可分解成奇函数与偶函数之和， 

【例1-5】 用肯定语气叙述在（-«>， +«) 

(1) /(^)不是奇 函数； （2) /( X 〉不是单调上升 函数； 

(3) / U ) 无 零点； (4) / U ) 无上界. 

【解】 ⑴若3別6(- < o , +~>，使得 / U 0 )_- /( - Xc ) ， 则 /U> 在 
(-<»，+ «»>不是奇函数. 

〔2)若3 h ， x 2 6 ( - + °°),且； T ! < 12，使得 / <工1) >/(々），则 

/ U ) 在 C - oo ， + ②） 不是单调上升函数. 





jr< -1 
x>0 


g(/<x))= 


fix ). 

-/ 2 (x), 


/ ⑴ >o - . 




§2 数列极限 


一 、 基本要求 

1. 掌握数列极隈的 “ e - N ” 定义，会用它们 证明数 列掖限及有关命题. 

2 . 掌提收敛致列性质<惟一性、单调性、保号性及不等式性质等）及四则 
运算法则. 

3. 掌握数列扱限存在的两个准则， 

二、 主要槪念和结论 

1. 数列极限的定义若 Ve >0，3 N 6 N + , V «> N ， 有1 a,- a I < e ， 
则称数列 U „| 以 a 为极限 _ 记作或七也称收敛于 
a . 

若 u ,, i 的极限为 o , 则称 u ， j 为无穷小 fi , 

若 V G >0, 3 N € K + , V «> N , 有 U n | > G , 则称 tx fl l 为无穷大 S . 

2. 收敛数列的性质 若& ①），则数列具有下列性质： 

(1) 有界性 3 M >0, Vn 6 N *, 有 

(2) 保号性 ^\ imx „ = a > 0 , 则 3 N € N + , V «>. V > 有 ： r ,,> + >0, 

(3) 保序性若 = = h 且 a >6, 则 3 N € N ' V »> N . 

，辞鴒•的 

有 *r N >y„> 

(4) 极限不等式若丨 lim ： y „ = 6, 且 3 NeiT ， V «> N , 有 

则 • 

注即使 A < y „， 也只有结论 

(5) 惟一性若数列扱限存在，则极限是惟一的， 

3. 数列极限的运界性质 

(1> 若 Kmj u = i 2 ，limh = 贝 J 






lim ( j l( ± y „) = a ± b , = ab , 3 im — = - f - ( b ^ O ). 

n-^co n ^ mc ^ y pt 0 

特别地，若 c 是常数，便有 Km « r n = r . 

(2) 夹迫准则若 3 N € N ' V n>N ，有，且 lim * r n = limz „ 

灣 —® 

=a ，则 lim jy w = a . 

( 3 / 单调有界原理单调有界的数列必有极限. 

(4) S 要&限 lim ( 1 + 丄” = e . 

费 \ Jl f 

(5) 若是无穷小 fi , 丨是有界数列，则是无穷小 fi . 

三、常用解鬅方法与典型例 H 


【例⑶膽证，虎 : 含 . 

【证明】 Ve>0, 取 N = [4] + l. 则当 72>N 时，有 



3_ = 
2 一 



2 J~n + 2 [ J~n - 1 ) 、2 J~n J~n 


这就证明了 lim £ 

n —«©2 



= A 
一 2、 


【例 1-8】 用定义证 Wlim 巧 

n — «> ft S 


10" - 


【证明 1 Ve >0, 取 jV = max{n, + 则当 》>N •时，有 

1<T n | _1QX1QX … X10 10X. .X10 10 

nl 1 1X2X … X 10 11X ... X n 、 JV1 n 、 丄 


其中 lx ： 2f.xi0 =M * ^^^9171^^ = 0 
【例 1-9 】 证明 lim"T = 0 (a >1). 

n _^ s ( l n 

【证明 I 令 《 = 1 + A ，h > 0 , M 

{ 2” = (l + h) JI = l + rrh + + 


h ''> n { n ^ X ) h \ 



(In) 2 (2n) 2 (2«) z w 2 (2n) 2 n 1 


=中 •而今 


( 2«) 2 


•0, oo ). 由夹迫准则知，原式 =0, 

n 4 


'm Ml ] 求_把(卜為 jcos ”. 

【«】 由于 = 则 =0, 而 Icosn ! 是有界数列，故原式 

= 0 . 

注本 e 的典型错误解法是 

lim ( 1 ~ ) cosrt = lim f 1 ~ i ) ' limcosK — 0** limcosw = 0. 

【例 U 12】 设 k = 2, 3, …， 求证 lim 4 存在，并 
求其值. 

I 证明】假设0<』，,<2,则0< j , < + 1 = fu n < J 17 l ; 

勹 rb I I t- ii rfi - £»! -S — / 2 、， tn \ _ \ S.^t itB 


2 . 由归纳法知，有上界，由^; =. y f ' = 知，丨是单调 

上升的.根据单调有界原理，1 ： r „ | 的^限存在/设为由 lim = 
lim 可得 ， a = J~la * 解得 cz = 2( 舍去0〉 . 


I 例1_13】求 T 列极限⑴ litn ( 1 +七)、⑵ lim 1 +丄+七 }". 

»-•« V H / n- ►勿 Tl fj ! 


I 解】⑴原式=!把|^ 1+ $厂 ] fl = i . 


(2) 由 


n n 




U >1) 得 


而 lim ( 

o-^C 0 \ 


( 1+ 士)”<( 1+ 士 + 士 广’<( 1 + ;^1”， 

5广=靶( 1 + ；^7广 1 •把 (i + 7 h ) =e , 由夹迫准则得 
lim(l + 丄 + 七)” =«. 

7 i n i l 
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§3 函数的极限与连续性 


一、 基本要求 

1 . 掌握函数极限定义，会用它们证明函数极限及有关 命题. 

2. 热练运用函数极限的运算性质 计算、 证明有关极限和命®. 

3. 掌握利用两个重要极限求极限的方法，掌握函数极限与数列极限的关 
系. 

4. 掌握 连续与间断的定义并能确定间断点的类型 • 

5. 掌提无穷小 fi 的比较与阶. 

6. 理解函数的一致连续性柢念，会用定义证明函数在区间的一致连续性 ♦ 

二、 主要概念和结论 

• , 

1. 函数的极限设/( X 〉在&点附近 U 。 点除外）有定义， A 是一定数. 

若 V € >», 3 6>0，当0< U -文。 1 <衣时，有1/<文 ）- A 1 < e ， 则称 A 是 

/<立）当 X — 工 0 时的极限， i 己为 lim /( j ) = A 或 / U)—A ( x — 之 0 ). 

x ^ x o 

3 r ,)>0, V 5 > 0， 3 q 满足 0 < | xr x 0 | < 5，但 

… 0 

\ f(x s )- A\ >e 0 . 

另外，裉据: c 的变化过程，函数极限概念可以进一步推广，如 

① 右极限 lim A ： Ve >0， B ^>0, 当 0 < z 〈汐时，有 

I /(x) - A i < c. 

② 左极限 lim / U ) = A : Ve >0, 彐彡 >0，当 - 文 -•!(>< 0 时，有 

W 

③ 无穷大 lim / U ) = «: VG >0，3 占>0,当0<|工-之 0 |〈占时，有 

广:0 

1/( x ) I > G . 

④ li m /( x )= A ： Vc >0, 3 X >0, 当 UI>X 时，有 I/(«r ) - A I < t 

⑤ "iim /( x )^ - VG >0, 3 X >0, 当 x>X 时，有/<工>< - G . 

⑥ lim /( J ) = co : VG >0, 彐占 >0，当■汐 < X - 工 0 < 0 时，有 





l /( x)l >G 

2 . 设在自变 a 的某个变化过程中，函数的极限为 0 ,则称其为无穷小 a . 

. 3•函 数极暉 的性质(仅以 ： c — 为例） 

(1) 局部有界性设 lim / U ) = A , PU 3 沒>0,使得/(工）在（之 0 -次，^： 0 ) 

U ( x 0 , x 0 + S ) 有界- 

' (2) 局部保号性若 lim / U ) = A , A >0, 则3夕>0,当0< k ** x 0 | < 
J 时，有 / U )> + >0. 

(3) 局部保序性若 lim / U ) = A ， img ( j ：) = B t 且 A > S , 则3 5>0, 

*'•*0 …。 

当0< | 工-工 0 | <5时.有/(工）>容（工）. 

(4) 极限不等式若 lim / ( x ) = A 、 lim g ( ) = B , 且 3 占 > 0, 当 

0< U - ar n | < 占时，有 /(« r )< g (； r )，_ A < S . 

(5) 极限惟一性若 Um / U ) 存在，则扱限是惟一的. 

0 

(6) 海涅定理 lim / U 〉 = A ㈡ 对任意以&为极限的数列 U „ j , 且 

x n ^ xa(n = 1,2,…〉 ，都有 lim / Q ,) =• A(A 可取无穷大）， 

. 4. 函数极限的运笄性质 

函数极限的四则运算法则、夹迫准则与数列极限类似，不再重复.下面仅 
给出几个重要的类似性质. 

(1) 若 lim /( i > = 0,且 3 d >0, 尽 （x >在 （ a ：。- 次， xo ) [ Jixo , 1 0 +占）有 
*-^0 

界，则 


lim /(j ) g ( x ) -0. 

(2) 若 / U ) 在 U ，6) 单调上升且有上（下）羿，则 iim f { x ) 
C lim fix )) 存在 ； 对 X 。 C ( a , & 〉，则 lim /( x ) 和 lim /( r ) 都存在，但不一 

定相等. 


(3) 两个重要极限 
5. 函数的连续性 





(1) 定义设 / U ) 在包含 Q 的某开区间有定义，若 lim /( x )- /( xo ), 

一 o 

则称函数 / U ) 在: r Q 点是连续的. 





若〗 im + ZU ^/ UcJ ， 称/(1>在以点右连续 ； 称 

X — X : 〜 

/<怎>在以点左连续. 

’. 从而， / U > 在 Xo 点连续 ㈡ / U ) 在 M 点既右连续，又左连续. 

^ Vx 0 € J , 都有 / U ) 在 x Q 点连续，则称 / U ) 在 J 连续. 

(2> 间断点若 / U > 在 a 点不连续_则称 / U ) 在&点间断，： to 称为间 
断点. 

(3) 间断点的类型设&为 / U ) 的间断点. 

① 可去间断点若 lim j { x ) = lim f ( x )' 即存在； 

… (7 … 0 

② 第一类间断点若 Hin / Cx )-^ lim _/ u ) 都存在，但 Um /( x )^ 

*-- r u *-*o **0 

Htn f { x ) i 
s ^ r c 

© 第二类间断点若 lim / U ) 与 Hm /(幻至少有一个不存在， 

广 J o 令 * 〜 & 

6-无穷小 a 的比较设 p 为无穷小 a . 

(1) 若3 A , B >0, 使则称《与#为同阶无穷小 fi . 需 
要注*的是，当/赛0时，^与；?为同阶无穷小 fi , 

(2) 若1,则称。与戶为筹价无穷小 fl . 记为 a - f 

(3) 若0,则称 a 为比/?高阶的无穷小 fl ， 或称卢是较《低阶的无穷 
小 ffl . 记为 a = o ( p ). 

(4) 把: r 作为基本无穷小 S , 若号 U 乒0)，称《为1的$阶无穷小 


= v 常用解發方法与典型例理 

【例144】用极限定义证明 lim 今^ = + . 

【钲明】限制 U + 1 I <1,则 -2< x <0, 从而 I j + 3 l >1. Ve >0, 取 

5 = mini 1, 2 t \, 则当0< 1 工-( - ： l > I = l*r + l I <占时，有 

j -S _ 1 
x 2 -9~ 2 


2 ix + 3) 


< 


丄<«. 


• 9 • 






这就证明了茂 另 =t. 


【例 W 5】 计箅 极限煦 g <„，這整数 
【解】 


11 = M 

1) lim ( 

x_l 

【例 M 6 j 求函数 / U >= | XSm x ’ 工 >() 在文= 0点的左、右极限. 

1 1 + x 2 ， z <0 

【解】 lim /(•!：〉= limx&iri 丄 = 0， lim /(jt) = lim (1 + x 2 ) = 1 . 

之_(1 + 0^ ^ ^ 

【例 1.17】 证明 iim /{ x ) = A 的充要条件是对每一个严格上升趋于十 oo 
的数列 IzJ , 有 lim /(: r w ) = A . 

H 一 W 

【诅明 j 必要性•设 = A , 则 Vs >0, 3 M >0, Vjt > M ， 

l /( x )- A |< e . 又设 lim \ r = + »< 此时 U n l 可不必严格上升），则对上述 

n — « 

M ， 3 N € N * , V n>N 有工 u > W => 1/(* r „) - A 丨 <e . EP lim f { x H ) = A . 

充分性，用反证法.设对任何严格上升趋于 + oo 的 
而 lim / U ) = A 不成立，則 3 e 0 >0, VM >0, 3之 >M 使得"| /( i ) - A I 会 

t ^ 



原式 =Hm 


- 1 )( 


-i(x-l)( 


« o - 

取 Mfl, 3 xi >Mi» 使 I/(*ri) - A I 
取 M2:maxl2, 工 山 3 x 2 >M 2t 使 I/( 々） 一 A I》€ 0 ; 

取 M n = max |”， x n . j L 3 jr „ > M „, 使 |/( x «) - A | > e 0 . 

这样可以得到严格上升趋于 + cc 的数列 | Xfe K 而 |/ UJ - A |> eo , 即 
l /( x ,,)| 不收致于 A , 矛盾. 

注本例结沦是海涅定理对单侧极限的更强的表述形式，同样建立了函 
数极限与数列极限的密切关系.对 K 他类型的单 侧极限 也有类似的结 i 仑. 

【例 1-18 J 求极限 lim tanJ ~ sinj • 


sinx 1 — cosx 


in 2 专 


limxsin —. 

j —费 x 


【例 1 ， 19 】 求极限 lim — sirur; limjrsln 一 ; lim 一 sin. 

分析在考察函数限时，要4别注意自 Ss 的变化趋势及同一个函数 
在不同的自变 a 的变化趋势下的极限. 

4 

【解 1 lim 丄 sin:i :为重要极限，所以 lim ^~sinx = 1; 


: —o x 


对于 ! i - 

x —1> 

对于 Bm 


士，由于 sin 士 j <!• 


0,所以 lirmsin 丄 ■ = 0; 


由于 I 


!< i , 当 J 一 oo 时，丄+0,所以 li . 


sinx — 


0; 


丄.= 


lim orsin — = lim ~ 

占 #o> X cc 


t-^fl t 


【例 A ，20】 求极限 Umfp 

x —1 — X 


【解】 方&一 ® 式 = 】im 

J-^O 


(1 + jp 士 _ e 
( i - x)i " e " 


方法二 




【例 l -2 lj iE 明 〖imcos i 不 存在， 

^-0 X 

分析 利用 海涅定理的逆否命®是证明某些困数极限不存在的有效方法. 


对此例，只窬找到两个数列和1^1都以0为极限，但 Km/UJ 和 
lim /( a ) 不相等即可- 

【证明】取； r „ = , y „ = 7 ^~\ . s ,则 x „—0， 氕— 0 (« — «»>• 易知 

4 0 7t \^n ^ i >TT 

Limccw — = 1, lim cos ~ = - 1. 利用海 ffi 定理，故 limcos i 不存在. 

ft- •: x ri 也 y )t x 

【例 i -22】 证明 lim / U > = A 的充要条件是对任何数列 a — + « 

f 一 ♦於 

( n -*» co ) •有 /( x w )^* y \ («-*•<») <A 可取无穷 大）. 

IilE 明】这里仅对 A 为有限数时给出 a 明. 

必要性.由干 lim fix ) = A , 故 Ve >0, 3 X >0, 当 jr >；< 时，有 
i /( x)-A I < e . 又 = + *», 则对上述的 X >0, 3 N € N + , 当 ？ 2>N 
时，有； > X . 于是 丨 / Ud-A I < e . 这就证明了餃列 /<〜>— A («— co ). 
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充分性 • 用反 证法. 假设 f { jT ) 竽 A , 则 3 q >0 ， V X >0, 3 x x > X f 

i w 

使！ /(; r x )- Aj > eo . 特别地，取 X , = «U = 1, 2, …），则相应地 
= n ,使得 I Jix n ) - A \ >« 0 . 于是得到数列 U u i , 满足 i n - •+ «?( «-**co ), 但 
卜 /( A ) - 乂丨 > e 0 , 这与 —») 矛盾. 


【例 1-23] 用定义证明函数 y = S in + 在其定义域内连续. 

【证明】 易知函数 y = sin ^ ■的定义域为< - co , 0) U (0, +0 O ). V 6 
(0，+ «> )， V € >0，取 ^ = min ( yx 0 » } • 则当 | x - ： r 0 | < 占 0寸，有 


. 1 

丄 


1 十 ± 

1 3 

1 

!〆 

1 1 

sin — 一 t 

X 

Hn X0 ! 


2« ^ 2 

x xr> 
n 2 

1 

•r -r 0 


x - j 0 | , 2 _ 

: r •尤 0 


< ~ I X - Xo I < € . 


这就证明了 j = J -在 (0, 


) 是连续的.同理可 证其在 （- cc _ 0>也是连续 


§4综合例題 





其中 M= I (a! - ) + •♦• + Un, _ c) I . 又对上述 € >0 , 取 Ni= Lt J + 1, 则 

V ;* > N 2* 有 从而 ， V £ > 0, 取 Nsmaxl !^, A ^ i，V « > N \ 有 

ai + q 2 h- ♦♦- + g ri 
-- a 

n 

注本例的证明方法是一种典 s 的方法，为估计 （1) 式右边， 将其分 
子分成两郁分，前一部分有 N , 项，除以〃后可任意小（当72充分大时）；后一 
部分放大为 ”项， 每一项都小于 c /2. 从而由给定的 e 最终确定出. V . 

(2) 可类似地证明当 a = +<»或 a = - «时，结论仍成立. 

. 【例1-26】（斯图茨 定理〉 若和 bd 满足① ® lim - 

+ ③ lim UH =A ( A 为有 fii 数或无穷大），贝 

- y» 

由此证明若 OCqCl ， <2„ + 1 = - a n )(n = ly 2 r •••)， Wlim ? ia u - l . 

【证明 1 仪对 A 为有限数时给出证明.由条件 lim £ iL ± i ^= A 知, 

4 1 - y n 

V e >0, 3 M € N + ，当 ？ n>Af 时，有 


<i . 


< 


一泌< 


2, 


即对 w = M # M + 


，有 


A - 


6 


)< x m +1 - < A + 


e 


分别以 ^ = 


r , -1 代入上式，并将得到的个不等式相 






I I ^ ^ • m \i^^r — I i - r I j T • - - , 

I % I ^ ^ yn f \ yn^ yM I yn 

V »> JV , 有 ^-A < e •这就证明了 limA; A. 

% 

4 

用数学归纳法容 易证明 CK^Cl . 由条件知 Ia„l 单调 

h 

下降趋于0,于是^ ~— + —<»). 令 A = ?2，％ 则 y „< y,^ lt 由斯 

E 茨定理得， " 


lim na n = \im ~?~ = lim 


= lim 


a . 


a„, I a, 


=lim a " (1 2 a,, ^ m : lim ( J - < i ff ) = 1. 

注⑴ 斯图汝定理实质上是已知数列 U „! 与正无穷大数列 I %!的各自 


相邻两项增长举之比的扱限，来求 得&的 极限.这与求函数扱限时的洛必达 

y ” 

法 则非常 相似，即用来导出的极限型).可以认为斯图茨定理 
与洛必达法则是数学分析中处理待定型极限的两个鼋要工具，它们分別适用 
于变 fit 为“离散的”和"连续的”的佾形. 


(2) 斯图茨定理也有相应于 fS ! 的结论. 

(3) 设 lim〜=cz (g 可为 + ⑦或 -. 令 q + 心 + …+ a "， V ，! = n , 
对和应用斯图茨定理，就得到了例 1.25 的结果. 

[例 1-27】求极限 ^~^ . 

d . 4 In 


【解1方法一州数学归纳法证明 


2 4 


In - 
In 


< 


-/2 n 


当 n = l , 因为+不等式 成立； 


设 B，t, 不等式成立，即 


1 3 2卜 1 , 1 

2 4 2k ^ yjk 


. ^ 7 - n=k 


由于 


1 3 2 k + 1 


2^ + 1 Jlk + 1 



故只要证 


2 k ^2 j 2 k +3 


, 即证 <2 t + l 〉（2々+3)<(2 是 +2> 2 . 而此不等式 


是恒成立的.于是，对于 《 = i + l 不等式也成立.由归纳法得 
♦ 

♦ 

1 

< 


3 2 n ~ 

4 In 


■Jin + 1 

因为0< 丄-立^ 


2 4 2 n < 


0,故原式 = 0. 


方法二 令〜 =含.+…则4 = 去+… 

于是，有 


o<xi = 



( 2 n — 3 )( 2 n - 1 ) ( 2 ft - X ) - 1 ^ 
(2«-2) 2 ‘ （2«) 2 ( In ) 1 


故原式 = 0 . 

im U 2 S ) (电子科技大学 2003 年考研试翅）设 fix ') = 
. 1 , I j: I <1 

< 0, M ;1, 牙 U)»e' -^<^< + 00, 求 g ( f ( x )). 

-1, I j ： I >1 


[l, i^(^)!<i r l, u 叫 <i 

[解】 / C #( x )) =*• 0 ， I g ( x ) I = 1 =-| 0, I e x I = 1 

-1, I g(^) I >1 l-l, le x I >1 

1，工 <0 

=«-s 0» x = 0; 

Ul ， x>0 

( e , I j I <1 

^(/(^)) = e /<x) =< e °» 1, I x I *1. 

( e ** 1 , U |>1 

【例149】（复旦大学 1999 年考硏试题（以下注明某髙校的均为考研试 
题 ）） T 列命题若正确，给出证明，否则举出反例. 

(1) 如果! im « A ,=0, 则两个数列 U , J 和4„丨中至少有一个为无穷小 fi 
(即 ] im a fJ = 0 S ? lim 6 „ » 0). 

rt 味勞 « ^ « 

(2) 设数列丨为无穷大 fi , 又数列满足|~1>0, «>1，则数列 
U , A f l 为无穷小 fi . 

[解1 U ) 错误 • 如设 a w = 1+ ( - 1)\ 6, = m lim a , f} n = 

n — » 
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Ljn [ 1 - ( - l) 2s ] = 0.fi*lim<3 B = l) ft ], lim^ n = lim[l - ( - 1)»] 

, <2) 错误.如设 6 n = 七， 则 laj 、 UJ 满足条件 ， 而^入=1,即 
知卜„6„|非无穷小 fl . 

【例1-30】 （复 旦大学—0时，/(^)-1-00,( 5 ^) + 
alnCl + I 2 )是多少阶无穷小世 （ ff 为参数）？ 

【解】 /( J ) = 1 - [1 - ^- sin 2 ^ + ^ j - sin 4 j + o ( x 6 ) + 
a \_ T 2 - y ^ 4 + o ( x 6 )] 

oj ： 2 *- yx 4 + dU 15 ) 

= 士 [: 2 ■ *? + 。(:”]- 忐 [? + oU ，] + 


< U ： 2 - JX 4 + o ( j 6 ) 

=( 士 + 々-[ 壺 + t )/ + ou ” 

若士 + o _ 0 . 即 ^ ■时， / U ) 为文的 2 阶无 穷小； 若士 + = 0•即 
G= -士时，则 —( 壺 + = ■( 咅-士) s 24 ^ 0f 此时 /( x ) 为 》r 的4阶无 

穷小. 

I 例 1 .MJ (电子科技大学 2 0(3 1年 〉 求旣 (^5 广 ' A . f , A , 

太均为常数_ A 关 0. ^ ^ 


【解】 



【例1‘32】（电子科技大学2003年）若 a >0， 6>0,求〗 i m x( a r - 

^••4 <0 
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=了（1 - cosir ) = 1. 

【例1-38】 （ 浙江大学2002年）用语言证明 lim ; 0 . 

{证明】限制 jz - ll ' l , 则 0< z <：2, 从而 | j ：-2 l <2, I j - 3 I > L . 
于是 ， Ve > 0，取 5 = min (1, 专},则当 0 < U - l | < 占时，有 

<2| x-l |< € .这就证明了结论. 

【例 1*39】 （浙江大学2002年）给出一个一元函数/,在有理点都不连 
续、在无理点都连续，并证明之. 

【解】取 /( X ) = R ( Z )= | f ’ ” f . A ?互质，$>夕下面证 Vjo 

l 0, x 为无理数 

6 (-00，十 CO )， liTOi ?( x ) =0. V «>0, 取充分大的90，使丄 < e ， 易知，在 
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1) 中，使得0< 
(xa - S , xo • 


的分数只有有限多.因此总能取到充分小 


0 <| x ' x4 <^, 则 J ?( x 卜 0. 当有理数 z = f 满足0< |工-: 0 |<占时, 

必有 q>q 0t 因而0 <尺（工）=丄<丄<£,这就证明了 lim R ( x ) = 0-于是》 / 

q 90 I 〜0 

在有理点都不连续、在无理点都连续. 

【例1.40】（浙江大学2002年）设 = 致列|心丨由如下递推 

/A =**-cis W _ — *r 一 一 r/ — \ / _ n 1 0 ... \ 步從 】：— ~ = /o 


，负数不合题意，故^=/2.下面硏究&的分布情况. 


<75,则 


则 


^777=2^ 



: n . 


在的左右来回跳动， 而工 0 = 1 » 故 JEO ， 之2， …丨 文2»1，…<^2 5工1， 

•，之2„ + 1 ， ••_>乃（《 = 0, 1，2, …），从而考虑 i £ U 2 J 单调上升收敛于 
C2 „ + 1 1 单调下降收敛于 、/L 


<0, j „> V 2 
tw | 单调上升有上界乃， | X2mM ! 
与 I il 都收敛.记 limjc 2 „ = 

两端取极限分别得 




I 解】 S 1 = l 2 + 2 2 + -- + (2«) 2 = ^-(2 n )(2»4.1)<4«+ l ), 

S 2 = 2 2 + 4 2 *^._ + (2”） 2 =2 2 <1 2 + 2 2 + _•• + « 2 ) 

' =-^-«( n + 1)<2« + 1), 

l 2 + 3 2 + … + (2”-l) 2 = S 1 -S 2 = + 7 i(2n + lK2«_l), 

故原式 = 

■一 3 〆 3 

【例 1-42】 （东南大学2003年）设 a >0, = 证明 lx n | 

收敛并求其极隈. " 

【证明】方法一若 则 U =2, 3,…）.从而收敛 

且极限为设/(工)=号 :；〉 .则 / U ) 在 (0, +«) 为严格单调上升函数. 

设:.则由 K = / U „)>/</^)=^ 旬， V »€ N + , x „>/2. 由 a +1 - 

U n l 单调下同理可知， 鳥々时， V n 6 N \ x n < 
ft 、 且 lz ,, I 单调增加.总之， U « J 单调有界，故极限 lim ^ 存在，设为 a . 在 

■蜂99 

= 两端取极限得， 《 = 解得 a =/5. 

方法二设 /( x •因心 >0 ,由于尸 = 〈士<1， 

Vx 6(0, +«0, 为压缩映象，从而彳收敛，同“方法一”可求 

得 lim = V 2. 

【例1_43】 （东南大学2004年）判断 超：连 续函数把有限闭区间狹成有 
限闭区间，即若函数/: 6]— i ? 连续，则 /([ a . 6]〉也必定是某个有限闭 

区间 [ c , d ]. 

【解】正确.因 / U ) 在 6] 连续，由最值定理知， / U ) 在 U , A ] 必能 
达到最大值 d 和最小值 c . 不妨设 / U )= r , f ( b ) = d . 由介值定理知， 

( c . d )^ 3 xo €• [ <2 » 6 ] , 使 /( xo 〉= y _ 

【例 l - 44 】 （上海交通大学 1999 年）计箅 

，一 n ! *3 

【解】考窠幂级数因 
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所以该择级数的收致半径为 t , 而言<故级数^ f ;收敛，根据 

级数收敛的必要条件得，= 0. 

*一 «! - 3 

I 例1.45】（上海交通大学 1999年〉判断题：若 /( x ) 在[0, 连续 
且有畀，则 fix ) 在[0, + «>) 必一致 连续. 

【解】锖误.例如， fix) = sinx 2 在[0, + co ) 连续且 I / U ) |<1,若取 


而 | /(x'n) - /(ar w „) I = sin2rjre - 2/ir + 于 ) | = 1 VO. 这说明 f ( x ) 在 
[0* + »)非一 致连续. 

• 【例 1.46] (上海交通大学 2000 年〉 判 断題： / U ) 在 （ a , 内连续的 

充要条件是对 i 3] C ( a , b) t /(: r ) 在 [ fl , P ] —致连续. 

【证明】正确.必 要性. 因 U ，?] C ( a , b ) t 而 / U > 在 U . 6) 连续，于 
是 / U ) 在 [ a , 幻连续，根据康托定理，/(；0在 U ， 致连续. 




a , 6). 而/( X )在 [<*, 幻一致连续^故 / U ) 在[«， /?] 连续，从而 / U 〉 在 
矣连续.由的任意性，知 / U ) 在 U , &) 连续. 

【例1，47】（上海交通大学 2003年）设对任意工€ (-~， + OC ) 有 /(X 
= / U 2 ), 且 f(X ) 在 X = 0和 Z = 1 处连续.证明 /( X > 在 <- CO , + *») 为1 








第二章实数理论的基本定理 

整个数学分析是建立在实数理沦与 极限理 论基础上的，有关实数理论的 
—些基本定理对学习数学分析的学生来说既*一个重点，又是一个难点.它是 
一元函数数学分析理论的总结和提高，是以后进一步学习的必备条件. 

§1实数连续性及其等价揃述 


一、 基本要求 

1. 理解实数枭的确羿， S 盖，区间套，子致列， 柯西基 本列的 概念. 

•2. 掌握实数连续性的概念及实数基本定理（戴德金实数连续性定理）•掌 
握确界存在原理、单调有界原理、有限覆盖定理、区间套定理、紧致性定理、 
柯西收敛原理，理解它 ( n 的相互等价性， 掌握相 互证明的基本思路和方法. 

3. 掌握应用上述定理证明闭区间上连续函数的性庾(有界性定理、最大值 
S 小值定理、介值定理、一致连续性定理）的基本思路和方法， 

二、 主要概念和结论 

1. 几个有关定义 

(1>戴德金连续性准则如果一个有大小顺序的稠密的数系 S , 对它的任 
一个分划，都有 S 中惟一的数存在，它不小于下类中的每个数，也不大于上类 
中的每一个数，那么称數系 S 是连续的 

(2) 上、下确界设 A 是非空实数集， /?€ R ， 若① V ^€ A ， 有 

②V e >0, 3 A ， 使得 X , > - e . 则称为 A 的上确界，记为 j 9 = supA 或 
/3= su^Ixi. 

'类 似地，称 a 为数集 A 的下确界，如果① Vi € A , 有② Ve >0, 
彐 e a ，使得 x 4 < a * + € . 

(3) 区问套设匕]|是一组实数的闭区间构成的序列 ► 满足 

① + b , l ^\] ( ^ la n9 b :,]，n = 1, 2, ***; ② J 把 （h - a „) = 0, 则称 
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I [ a , f> 构成一个区间套. 

(4) 覆盖 设£是一开区间枭 （ SPf ： 的元素为幵区间）， S 是一实数集合， 
如果存在区间 U , b )€ E , 使得 16(1 6 >, 则称 £是5的 一个覆 


(5) 柯西基本列在数系 S 中，若数列 UJCS 满足 Ve >0, 3 NGN ' 
V «, m > N , 有 U ‘ I < e , 则称 UJ 为 S 的何西棊本列，简称基本列. 

( 6 ) 宪备性如果数系 S 中的每个基本列都在 S 中存在极限，则称 S 是 
完备的 . 

2 . 实数连续性的基本定理 

( 1 ) 实数基本定理(戴徳金实数连续性定理）实数系 R 按戴德金连续性 
准则是连续的.即对 R 的任一分划 AlG , 都存在惟一的实数 r , 它大于或等 
于下类 A 的每一个实数，小于或等于上类 B 中的每一个实数. 

( 2 ) 确界存在原理在实数系 R 内，非空的有上（下>界 的数集 必有上(下） 
确畀存在. 

(3) 单调有界原理单调上升（下降）有上（下）界的数列必有 fe 限， 

(4> 有限稷 盖定理闳区 「 a 』 U , 6 ] 的任一个覆盖，必存在有限的子 S 盖. 

(5) 区间 套定理 设|['，匕]丨是一个区问套，则必存在惟一的实数 r , 

«于每一个闭区间[“， 6 J , » ; 1, 2 ,…，即\]. 

( 6 ) 紧致性定理有畀数列必有收敛的子数列 （ i 称致密性定理或魏尔斯 
特拉斯定理）. 

(7) 柯西收敛原理数列 U ,, 丨收敛 ㈡V e >0，3 iV € N + , V m > N 、 

\ x „- x m \ < t . 

玟列 IjtJ 不收敛 ㈡ VN € N + , 3 no , m 0 > N , 使 | j 〜 - x 〜 | 会; 
to 

( 8 ) 聚点原理有界无穷点集至 少有一 聚点. 

以上 8 个定理从不同角度描述了实数的连续性，它们之间是相互等价的. 
确界存在原理与戴德金实数连续性定理亊实上可以归结为一个定理，很多教 
材是从确界存在原理出发而展开整个极限理论讨论的，所以它 们一起 被称为 
实数连续性定理. 

吹敛数列必有界，反之则不然.单调有界原理、紧致性定理和聚点原理进 
一步说明了数列收敛与有羿之间的深 e 次联系.有界数列虽不一定收敛，但一 
定有收敛的 子列. 有界数列若单调则必然收敛.而数列收敛的充要条件，或# 
说其本 质瑀性 是该数列成为何西基本列. 
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区间套定理和有限 a 盖定理刻画了厨部性质和整体性质之间的关系.区 
间套定理通过构造满足某种性质的区间套，从而推出某点的局部性质.而有限 
s 盖定理则伧恰相反，通过背定或否定局部性质而获得整体性质.用这两种方 
法证明题目时，注意多体会其中的思想. 

三、常用屏 h 方法与典型洌埋 

【例2-1】求数列的上、 T 确界. 

‘【解】考虑数列 X 、= (l + 2 w ) t 因为 







【例 2.3】 若 U „ l 无界，且非无穷大 fl ， 则必存在两个子列— cc 9 
— 为有限数 ） C 知— *<» ). 

. 【证明 I 因 U „1 无界， feVG >0, 3 n G eN \ 使得 > G . 持别， 

， 取 G = u 则3 qeN 、 使得卜《, I >1; 

取 G = 2，则3 N + , «2> n 1，使得 1 • x ，_ 2 1 >2;… 

如此维续下去，便得到 U „ l 的一个子列 U n /, 显然 — ooU _ oo ). 又 

非无穷大 fi, 所以 3 M >0, VN ^ N 4 , 3 rtjV > N ，使 I < M . 于是在 
•[- Af , M ] 内含有 UJ 中无穷多项，按照它 If ] 在 U ,, 丨中的顺序组成了一新的 
数列，注意它是的子列且有界，根据紧致性定理，该子列必有收敛的子列 
U \|， 设' 广 d€[-M, M]u*— <») 即可. 

【例 2-4】 有界数列若不收敛，则必存在两个子列— a , x m ^b 
且 a 尹6, 

【证明】不妨设 n = l ， 2•….由紧致性定理，存在收敛 
.于列丨下面证明存在另一个子列丨收敛， 
但其极限异于 g , 若 Ve >0» (a - e , a + e ) 之外只有有限个 * r „， 则 
— co >, 这与 UJ 发散矛盾.从而 3 eo >0, 使在 U - e 0 , 之外有无穷多 

个 X "， 于是把落在 ( a - u , <2 + 4〉之外的 A 按它们在中的顺序重新组成 
一新的数列，它是的子列，从而有界.所以此新数列中必有一收敛子列， 
记为 lx 〜 K 设 a：%— )，则 I 也是 UJ 的子列. 

t 例 2.5】 设 / u > 在 u , 6] 定义，且在每一点处函数的极限存在，求证 
/(尤）在[«1, 6] 有界. 

t 证明1用有限定理.因为 Vm 云 / U > 在以有定义，且 

Um ， u ) 存在(若： r Q = o 或6,考虑其右极限或左扳限），由函数极限的局部有 
x ^ r o 

界性定理知， 3 S 0 > 0, M 0 > 0, Vj ： eU 0 - 心， J 0 + ^ o ) H [ a , b ], 

I /( x )\^ M 0 . 构造开区间族 

E = \ { x ~ B 3 , j + d 3 }\ jr €[ a , 6}丨， 

则 £ 为 U ，6] 的一个 覆盖. 由有限覆盖定理知，可以从£：中选出有睜个开区 
N 5 盖 [ a ， M ， 记为 

< JJ _ 十 D ， (X2 - 工 2 + 占 2 )， .，•， (^k ~ ^k> + ^* ) • 

又当 _ r 6( xrA ， r , + A ) n [ a , 办] B 寸，有 |/(之 ）|</^， i = 1, 2， .. •，走•取 
M = m^x | Mi I ,则 V « re [ a , 6 ]， I /( x ) f ^ M . 故 /( j ) 在 [ a ，6] 有界. 
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im 2 - 6 ] 求证数列 & = 





时的极限不存在. 


【证明】取 € o~ V N € N * ,取 fJo*=N + l ， m 0 «2 no » 则 n 。， 


一 




Wo 


>^r = 6 0 


y «o + 1 V«o + 2 V 2«o /2no 2 

由柯西收敛 m 理知， u „ i 不收敛. 

* [ 9 t 2-7 J 设/<怎）在 U , +的）可导， 1/(0：) 丨单 调下降 ，且 

fir <^vt lim xf (« z ) = 0. 


【证明】由于 lim /( x ) 存在，根据何西收敛原理， Ve >0, E 
nuxlO , a\ t V * r>X •，有 |/(2:)- fix) I < e , 因为 /(。在。，+~)可』 
任廉的 《 r > X , / U ) 在 [a 2 a ] 满足拉格朗日中值定理的条件，故 3 P 
2 x ) .使 

/(2:) -/ ⑺ - 广⑴ (2x -X(d 
由于 I/( x ) I 单调下降，而 f<2i, 故 |/(2r)l<|/($)|, 所以当 . 
时， U/(2x)|^|x/($>l = l/(2x)-/(^)|<e, 即！ 2x/(2*r)|<2 
lim xf ( x ) = 0 - 


【例 2-8] 利用柯西收敛原理讨沦数列 x „ = l - 


的收纹性. 

I解】 V«, ^GN\ 




~ I 88 


_ 1) 


n *2 


(- 1 ) 




iy 


p 


音 p 为奇数，则有 


专 fi 为偶数，则有 








于是 V €>0, 取 N = [士] + u Vn > N , V 夕 ♦，有 

| x n ♦，- x „| <^7^<€_ 

柯西收敛原理知， u„i 收敛. 

im 2 ^ 9 ) 设 / u ) 在 （- co , +00>可导，且 |/ U )|<^< L , 任给 aro , 令 

jr H + , =/( x „), n -0. 1, 2. …. 

求证 (1) 存在； （2) 上述极限为 j : = / U ) 的根，且是惟一的， 

1钲_】 （1) Vx \ +«), /< x ) 在[ 〆 ，/]或[ 〆 ，满足 

拉格朗日中值定理的条件，故存在 S 介于/与/之间，使得 
1/(^)-/(^)1 = l / U ) U、：Ol .又 \ f { x )\ < k < 1，从而 
l /( r / )-/(^)|<^ lr , - x "|. 所以， 

I J： N *\- x„ I - I f(j ： u )-f{x N ~i) \ I x„ - X„-i I -k |/(x„-j) -/(x„- 2 ) I 

<> 2 [ JC ^- i - x N -z [ \ xi ~ x ^ j\ t n = 1, 2 t •**, 

子是 V m > n ， 

I x w - jr H I < I x m -x, n -i I + I jc^-x - r„- 2 I + **• + I -c„4-i - x n \ 

<| + + o (n — co ). 

由柯西收敛原理知 Hm ; r , e 存在. 

n 

(2) 设 iimA = r ， 由 =/(:»:,,>及 /( x ) 在 r 点的连续性得 ， r = /( r ). 

_ * CO 

因此 r 是 《r 52 /( x 〉 的根(称 r 为 /( x ) 的不动 点〉. 若有 r ^ r 也是 :zr = /(: r ) 的 
根，则有0< I / = |/(^)-/(^)|^*|^ - r |< |，- r | . 矛盾. 

. 【例2-10】设 / U ) 在 U , H 满足条件 

⑴存在0<灰<1 使得 I / U 卜 /<： y ) l < Mx -； y |， Vx , y ^[ a , b ]; 
(2) /(^ r ) 的值域包含在 [ a , 6] 内. 

则对任意 [ a ，6], …），有 

① lim x n 存在； 

■程 j = / U 〉 的解在 U , 幻是惟一的，这个解就是上述极限值. 

【证明】由 / CU , b ])< z [ a t 知， d ]. 

I ~ X a ^ p I * I f(x H -x)- I <々 I 之 " 一 1 I 

^ k 2 \ ^ u - 2 ~ p ~2 I j Xo - I < 左 " I a - 6 I = k 1 * ( b - a ). 

因此 Ve >0, 取 N = 卜-以〜) ].!，则当 《 > N 时，就有 
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I x n - +」 < e •根捶何西收敛 原理， limx a 存在.设 Umj H = r ， 则产€[«， 

_釋 W _辞09 

b ]. 从不等式 |/U w )-/(r)|<A U n -r | 可得，数列 l /( r n ) f 收敛于 /(r). 
在 A + f / U ,,) 两边令《一》，得 r »/( r ), 因此 r 是 j : = /( x ) 的根.如果 
z = /(1> 在 [ G , & ] 还有相 〆 _ r ， 即 〆 =/ ( r'), 則有 | r - 〆 1 ■= 
f { r ) I I r - 〆 I < I r - 〆 L 矛盾. 故 f 是 o; * /(jr 〉 t[<i, M 惟 

一的根. 

注本题要证明的结论并不需要函数 / U ) 的连续性.另外，例 2-9 和例 
2,10是压缩映象原理即巴拿赫不动点原理的两种具体表述. 

一 §2闭区间上连续函数的性质 


— 、基本要求 

.1. 理解函数的一致连续性概念. 

2. 掌握闭区间上连续函数的性质及其证明方法. 


二、主要概念和结论 

1. 一致连续的定义设函数 / U ) 在集合 J 定义，若 V e >0, 3^>0, 

V Xi ， X 2^ If 当 I 文1 - X 2 I < 5时，有 I - /( X 2) 1 <€, 则称 f { x 、 在 i 一 

致连续. 

涵数 / U > 在/不一致连续 ㈡ 3« 0 >0， V 5 >0, 3：^，1 2 &厂使 
\ x X - X2 | <^, |/( xi ) ~/( x 2 ) I S 56 o . 

2. 闭区间上连续函数的性质 

(1) 有界性定理若 / U ) 在闭区间 [ a , £»] 连续，则 / U ) 在 6] 有界. 

(2) 零点存在定理若在 U , 6] 连续，且 / U )*/(6)<0, 则 
( a , b ), 使得 / U )=0. 

介值定理设/(文）在 [ a ，6] 连续， M •= m = 

M V c 6 [ m , M ], 彐孑 6[ g ，6]， 使 /($) =。 

(3) 最值定理若 / U ) 在 U ，6] 连续，则 / U ) 在 U ，6] 达到最大值与最 
小值. 

(4) 一致连续性定理(康托定理）若 / U ) 在 U ，6] 连续，则 / U ) 在 [ a , 
fr ] —致连续. 


• 29 • 






三、常用解 e 方法与典型例 s 


• 【例 2 . 11 】设/(幻在 [«, 6 ] 连续，并且最大值点；是惟一的，又设 
x „€ [ a , 6 ], 使! im /(* x „) =/< j 0 >， 求 = j 0 . 

【证明】用反证法.假设则 3 e o > 0 , VN ^ N 4 , 3 »> N ， 

使 | A - X Q |> € j > . 这说明在 Uo - h , 以 + U ) 之外有无穷多个 X B . 由于它们 
是有界的，根据紧致性定理，存在的收敛子列设 61 
U — oo ), 这时广关工 0 •又 / U > 在 r 点连续，故 lim / U „ ) = /( r ). 由于 

j, —GO A 

= 故 lim /< j n ) = /(工。）.根据 fe 限的惟一性， /( r ) =/( x 0 ). 

ji ■ rri Jt 

又因为 A 是惟一的最大值点，而 r ^« ro ， 所以 / Cr )</( x 0 >. 矛盾. 

m 2 . 12 ] 设 / u > 在 [ O . 2 d 连续 _ 且 /( 0 ) = /( 2 a ), 求证 3 i 0 e 
[ 0 , <2 ], 使 /< J 。） = /~(< To 十 4 ). 

【证明]作辅助函数 F ( x)=/U + fl )-/ U ), ^ e [ 0 , a ]. 由于 / U ) 在 
[ 0 , 2 U ] 连续，因此 FU ) 在[ 0 ， a ] 连续， F ( 0 ) * /( a ) - /( 0 ), F ( a ) « 
/( 2a )-/( a ) = /( 0 )-/( ff ). 若 F ( 0 )= - FU ) = 0 * 则只要取; c 。= 0 或 a： 0 = 
c ， 便有 / U 0 ) = /( x 0 + a >. 若 F ( 0 )= - FU ) 竽 0 ,则 F ( 0 )» F ( o )= - F 2 ( 0 ) 
< 0 ,由零点存在定理， 3x o €[ 0 , ah 使 FU ) = 0 , 即 / Uoh/Uo + a ), 
【例 2 . 13 】设 / U ) 在 U , 连续，且取值为整数，求证 / U ) s 常数， 

1 证明】 用反证法. 假设 3 a , x 2 6 [ a , b ], x ：^ j ： 2i 使/<心> =；^暴， 
f ( X2 )， N 2 ， n 中 Ni < N 2 , N u N ^ 6N + . 不妨设 uCxz ， 作辅助函数 

F(x) = fix) - - -y t j ： € Cxi, x 2 ]C ： {a, b]. 




=-y <0» 


i^{ x 2 ) - /(x 2 ) ^ Ni - - N 2 - 


N ,- y ^ l -^->0. 由 / U ) 在 [ a , 办]连续知， FU ) 在 [ap xd 连续 • 于是 

根据零点存在定理， 3 x 0 e ( x u x 2 ) C [ a , b ~\, 使2^ 0 〉= /(工 0 )-乂-士 

»0,即/(1 0 >，乂-如而■不是整数，矛盾 • 

【例2-14】设 / U ) 在 U ， 6>—致连续，^ b ^±<^, 证明/(工>在（1 6) 
有界. 


【证明 J 由于 / U ) 在 U , 6 ) —致连续，由例 2 - 24 知 ， /U + 0 ), JU - Q ) 
均存在.定义 
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/U) = /U + OX /(6)=/U-0), 

11/(幻在[(3, 6] 连续，由有界性定理，知 / U > 在 [ a ，6] 有畀， 从而 / U 〉 在 
: fl , 6) 有界. 

. & 当<1= - CO 或6 = + CO 时，结论不成立.例如，= 在 
:+«»>—致连续，但它在 （- CO , + CO ) 无界. 

【例2-15】用一致连续的定义证明若函数 / U ) 在 U , C ] 和 [ C ，6] 都一致 
奎续， 则 /( x > 在 [ a , fr ] —致连续. 

IS 明】因 / U ) 在 [ a _ r ] 和 [ G 办]一致连续，故 Ve >0，3 h >0, Vx \ 
， e !>， c ], 当 时，有 I /(，）-/( 〆 ）[3~>0. Vx \ 

b] t 当 -/|<h 时，有 ！/( 〆 ）-/(/) I 取夕 = 11^31 

? 2 !, V x f t ^ ^ [ a , b] t x < x * t \ - x M \ < d . 若 X ' < c < •**"， 则从 
|« r * — «!*"1<衣推出丨 <!' — j ； r * — cl <$2， 因此 

|/ U ，>-/ U ，） l < l /( x ，）-/( c)l + |/( xO -/( r ) l < f + f = r 
【 t # 萁他傕形 . r w 戒面 S 千 rl 或同屋干 「 r . 61. 当拢有 


/( xO -/( xOi <«. 这就证明了 /( X > 在 [«• 幻一致连续. 

注类似可证若函数/( X )在 U , C ] 和 U , 幻都一致连续，则 /UH 
a , 6) —致连续，且当 a = - co 或6 = + «时，结论仍成立. 

【例 2-16 J 设 /( x ) 在 O ⑦，+⑦）连续，且 lhn /( z ) 与 Um /( j ) 存在 
:明 /(* r > 在（-0，—致连续. 

【证明】设 1化/(工）= 3.则^>0， 3 X t >0 •当 ■!*< 

龙吻 • CO ♦ 0O 

A 时， Wl /( x )- Al < v ；3 X 2>0 # 当 J > X 2 时，有 + 


之由康托定理知 










注此倒是例 2-24 对无穷区间的情形，但逆不成立.例如， / Cx > = xtt 
(- CO ，+00) —致连续，但 lirr ^/ O ) 与 ) 都不存在《 

.\m 2-17] 若间有 S 或无穷）具有有界 的导数 ，即 
VjreX , 则 /( x > 在 X —致连续. 

[证明】 Vxi ， x 2 ex 9 对 / U > 在 U 】， o ： 2 ] 或 U 2 , J ,] 应用拉格朗日中 
值定理得， /( r 2 )-/( a * 1 ) = /( f )( x 2 - x l ). $介于 々与 A 之间.因此 V «> 

0，取占=点 ，V Xif X 2 ^ X 9 当 I 之1 - J 2 丨 〈占 时，就有 




广 丄 • 27 ^-C 2 + lnx) + 

【证明】 作卜汰 + 令=货，，⑺ ——^~~^ 

于是，当 x > i 时， rcxxo , 即/&>在[1， +«) 严格单调下降， 
而 / U ) = l ， 于是 V ： c €[2, +«»>， l / Cx)l =/( x )</(2)</( l >= i .从 
而由例 2-17 知， / U ) 在 [2, +00>—致连续.另外，由于 lim /(: c )= limV ^ 

liur ^ O , 由例 2-24 知， / U ) 在 (0, 21—致连续.故 /( x ) 在 （ G , +«>) —致连 
续. 

[ 0 t 2-19] 设 /( x ) 在（0， +«) 每导，且 lii^/Cx ) * + *», 求证/ *( x ) 
在 U ， 七《)不一致 连续. 

【证明 I 取 to = 1， V d >0» 由于 lim f { x) s + °°» 则3 X > maxi a , 

4^ ♦货 

01，当工> X 时，有/ ( X ) >含.现取/ = X +占，^ = X + y , M 

由拉格朗日中值定理得，1/(：0-/0丨= 

l / U ) W>l > y-j = l = e 0 , 其中，< 〆〆 .故 / U > 在 ( a ， +«0不 
—致连续. 

191 2-20] 若 / U ) 在 [ a ，6] 连续 • a < Jl < X 2<〜< b <6, 则在 
Uu : r n ] 中必有 f , 使 

/ U > = + [/ U !)+/ U 2 ) + … + /(>")]• 


• 32 • 






3/ uo , 于是令 e »々 即可. mf { x k )^ f { xt ), 则 /(々）>/(々）• 不妨梭 
Xi < 而 • 因为 

/(^X-^-f/Cj：!) 4 /(x 2 ) + … + /<X tf )]</{x*), 

及 / U ) 在 fx *，《 rr ] 连续，由介值定理知， 3 f €[ x i# x t ] C ： U l9 x n ], 使. 

/ ⑺ = + [/( 々 ) +/U 2 ) + … + /(*OL 

【例2_21】若 / u ) 在 u ，6] 连续，且不存在 x €[ fl ，6], 使 /( x )»0, 
則 / U ) 在 u , M 恒正或恒负. 

【证明】用反证法.假设 3 xi , X 2^ [<3 * ^].使 /(11〉>0， /( xzi ^ O . 不 
妨设 々 eh ， 由 / U ) 在[工1， Xi ] 的连续性，根据零点存在定理， 3^6(^!. 
x 2 ) C [ a , 6：, fif ( i )^0. 矛盾. 故/(1>在[(2, 6] 恒 IE 或恒负. 

I 例2.22】若 / U ) 在 [ a , 幻为单调上升 函数， 值域为 [/ G >, / U 〉], 证 
明 / U ) 在 [ a , 6] 连续. 

【证明】用反证法.假设 /( jr ) 在某点 fr ] 不连续，不妨设 c € U ， 
6)，根据单调有畀函致必有极限， lim / U > 和 lim /( x ) 均存在.从而有 /( c - 

0 )^/( c) f 或 /(c + 0) 关 /( c ). 下 k </ U -0)?^ U ), 因 / U > 在 [«, 6] 单调 
上升，则应有 /< c -0></( c ), 于是 V ： r € U , 6] 且;时， / UX / U - 
D ); 当时， f { x )> fU ). 从而对于 /(c -0) 与 /( c > 之间的任一值，在 
6] 中找不到点与之对应，矛盾. 

【例 2-23! 设/(立）在 [0, + oc ) 连续且有界，对任意 a e (- cc , + co >, 
尸 U ) = u 在 [0, +») 只有有限个根或无根，求证 lim / U ) 存在. 

^^4 ® 

【证明】方法一用反证法.假设不存在.由于 / U ) 在 
[0, + 为} 有界，根据例 2-4 的结论，3 \ xi l) \ t Uplc [0, + oo ) 满足 * ri u — 




/ U ) 在 [0, +0) 连续，由介值定理， v «> 


之间都存在一个使 /( 匕）= 2 J L J J2 ,从而对于方程 













€[ 0 , 


.= M ]. 将 [ m t , Mi ] 二等分，则 当 


> Xl 时， /( x ) 必完全位于 [〜， Mi 


之一内.否 


则，因 / U ) 在 [0, 


>连续，由介值定理可得， /( x ) = 


在 [0, 


有无限多个实锒，矛盾.记此区间为 [ m 2 , M 2 1. 将 [ m 2 , M 2 ] 二等分，同理可 
得，3 X 2 > 0,当 a ： > X 2 时，/(文）必完全位于 《 2 , 彷 2 !叫 和 

m ^ 2 M \ 财 2 ]之一内 • 记此区间为 [ m 3 , …，继续下去，得到区间套 

t [ m w , Mjt , 对其中每一个区间 U … M „], 3 X H >0 r 当文 > X n 时， / U ) 必 
完全位于 [ m „， M „] 内. 由区间套定理，3 f € H [ M „], 且 lim m n » 

UmM n = $. Ve >0, 3 N € N 、 使得 | M N - m N | < e . 从而当 x > 时， 

Q — ① 

I fix ) ~ 11 < I M.v - I < €, BP lim /( x ) 存在. 


§3 综合例题 


{例2.24】（东北大学 1效9年〉设 / U ) 在 U , &) 连续，求证 / U ) 在 
( a 乃)一致连续的充要条件是 lim / U ) 与 lim /( x ) 都存在. 

【证明】必要性.设 /< x > 在 U , 6) —致连续，则 Ve >0, BJ >0, Vx ,, 
x 2 € ( a , b ) 9 当 | xi - x 2 |< 衣时，有 j /( xj ) - /( j 2 ) I < C - 若： Ci ，6 ( a ， 

6) 且 OCx ! - 3< + , 0< j 2 ~ d< * " f ** 则 I Ji - < X 2 I < I - d I + I x 2 - a I < 
d , 于是，有 |， U I >-/( x 2 >|< e . 由函数极限的柯西收敛原理知、 

存在，同理可证！ im /( x ) 存在. 


充分性.定义函数 


f(a + 0), 
F(x) = -i /(x), 


6 (ci» 6)» 


• 34 • 







则 FU ) 在 £»] 连续，由康托定理知， FU ) 在 [ fl ， 幻一致连续，从而 FU ) 
在 U , 6) -致连续，又当 j € U , 6) 时， F ( x ) = /( x ), 故 / U ) 在 U , 6) —致 
连续. 

, m 2-25] 利用紧致性定理证明单调有界原理. 

【证明】提示：由紧致性定理推出，必有一收敛子列，设其 极堪为 
a P 然后证明 U „| 必收敛于(也可用柯西收敛原理证） 

【例2-26】利用单调有界原理证明紧致性 定理. 

【证明1先证明任何数列必有一单调子列.考虑集合= \ Xm1 Xm , u 
^ M . 2 , ••七 2, 有且仅有以下两种情彤. 

(1) 每个 丁《 有最大值，取 = maxTV :^ 2 = maxT 2 , …， x„ k = maxT ** 
… . S 然 U …是 UJ 的单调下降子列. 

(2) 存在某个集合 r 4 = U t , X *，!，…丨， T * 无最大值.从而当 m >* 时, 
T m 也无最大值，取; r„ E = 办，则 * r i +2 , …中必有某个大于 a , 记为〜 2 , 
于是 j ^ + 1 ， a 2+2 , …中必有某个大于 Xq , 记为如此继续下去_得 
到子列是 U n l 的单调上升子列. 

再证明紧致性定理.设为有畀数列.由上知必存在一单调子列 
它也是有畀的.故由单调有畀原理知_ 收敛. 

【洌247】（电子科技大学2002年）叙述（1>有限 S 盖定理和 （2) 教尔 
斯特拉斯定理(致密性定理），并用 （1) 证明 (2), 

【证明】 （1) 有限 S 盖定理若开区间所成的区间集£覆盖闭区间 [<!, 
6], 则总可以从£中选出有限个 区间® 釐 U , 

(2) 魏尔斯特拉斯定理任一有界数列必有收敛的子列. 

设 UJ 有界， ! P 3 a , b t 使 x n € U , 6]， Vn € N + -若 UJ 中有一值出现 
无穷多次，则有常值子列以本身为极限.不失一般性，设 a 尹；2^(«尹 
m )， 可以证明 6] 中至少存在一点&它的任何邻域都含有 U n | 中无穷多 
项，若不然， VcG [ a , b ], 酆有邻域 U - 心 ， c + d c )， 除 c 本身外，不含 U„i 
中的点，记 £ = 1 U - 欠 ， c + 5 r ) I a ^ c^b \, M E fi [ a f 6] 的一个 覆盖. 由有 
限覆盖定理知， E 中存在有限个开区间 S 盏 U , 6], 而这有限个开区间仅>含有 

中有限个点，与 [ a , 6] 中包含 U „! 所有的点矛盾.从而可从中选出 
子列收敛于1 

【洌 2-28] 利用有限 S 盖定理证明区间套 定理. 

【 i 2 明】摁示 ：设丨 【〜，匕 ] U = l , 2, ••• 1为区间套.只儒证 
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r \[ a nt 6„] 即可，若不然，则 in ], 6 J , 而由于区间套 

^包含关系，必存在 ti ,， Vk > n T , x «[ a 4 , b M l 所以必存在 U z >0), 使 
(x - d xt x + ^)fl [< ik » 6*]® 0. V k ^ n z . 于是得到 [ q , 办 I ] 的一个 S 羞 
E = Kjt - x + 心） I [ a !， b x ], - L，x + D fl [ fl *，6*] = 0 , k ^ n x \. 
然后利用有®覆金定理导出结果是矛盾的. 

m 2*29] (北京师范大学2003年）设证 
明存在使得 = « 成立. 

• 1证 明】 根据上 确&的 定义，有① VxGUdh /( x )< a ; © Ve >0 f 

3 x «€ [if b] t fiE / ( x ) >tr - c . 


Sn 此继续下去，便得到一数列 U „1 CU , 满足 Vn € N + , 

a - 丄 </(•!：„ Xfl . 这时有 lim / k ,,) = <*. 
n n —« 

【例 2、30】（电子科技大学 2001 年〉用％-5” 定义证明 
在（- « f 十 oc ) 连续，但不一致连续. 


r 0 | U - 工 0 |<(2 Uo| 

的任意性知， f(x)^sh 






取 〆 , _; 


2nit+ («/2) 


iiesbo, m x%€(o. 



UWJ w + # (一)，但 
<0，1) 非一致连续， 




(91 2-32] (电 子科技大学2003年）叙述闭区间套定理和闭区间上连 
续函数的有界性 定理， 并用闭区间套定理证明有界性定理. 

【解】闭区间套定理设闭区间列满足条件 

(1) ”] CZU„， « = 1 ， 2 ， <2) jim (6 rt - c n ) =•(>> 

则存在惟一的实数 r , 使得 r 属于每一个闭区间[<:„,、„] U = l , 2 ，…） .即 


r € n [ a nt 6„]. 

|^界性定理若 / u ) 在 m 区间 u , 幻连续，则它在 u , w 有羿. 

用闭区间套定理证明有界性定理用反证法.若 /( x ) 在 [ a , 6] 无界，将 
[ a , 6] 二等分，则 /(* r ) 至少在其中一个区间无界，把它记为 [ q ，6 J ; 再将 
[ a \ 9 二等分， / Cx ) 至少在其中一个区间无畀，记为 U 2 , 卜]， …， 如此下 
去，得到一个闭区间列 l [ a „, 6 JI , 满足 （ UUpp 匕 + 1 ] c : [〜， 匕 ] U = i , 

2» _♦_); (2) Lm <6„ - a N ) = lim 厶 0 = 0; (3) /( jc ) 在任一闲区间 [ a „， 无 

it — 轉 »-•« 2» 

界^由区间套定理，存在惟一实数 r 馬于所有闭区间 [ a „, b N ). 因为 / U ) 在 

r €[ a , 连续，由局部有界性， 3 S >0, M >0, Vx €( r -^, r + 

b] t I fix ) I 又 lima w = lim \ = 〜对充分大的 n ， [ a, lt 6„] CI(r - 8, r 

B —# « 一》 

+ b ] t 从而 /( i ) 在 [ a K ，6„]( n 充分大)有界 *. 矛盾. 

注闭区间上连续函数的性质在 《 积分的理沦 中起着 基本的作用.利用 
实数连续性的基本定理，可以给出每个性质的多种证明.读者可以尝试寻找尽 
可能多的证明，作为对自己的一神训练.作为例子，下面给出闭区间上连续函 
数的有界性定理的其他几种证明. 

(1) 用紧致性定理证明有界性定理用反证法.假设 /( x ) 在 [ fl ， b ] 无界， 
则 VG >0， 3 x c €:[ a , b ], 使 |/( x G ) I > G . 持别地，取 G = 1, 则 
[ a , b] t 丨 >1; 取 G = 2, 则3工 2 e [ a ，6], 使 1 / U 2 ) 丨 >2,…；如此 

继续下去，便得到一数列 l * r n | C [ a ，6], /UJ 一 co <„—«). 因 IxJ 是有界 
数列，根据紧致性定理， U w i 有收敛的子列 lx ~ l , 设 6 ]U — 
«) .又 /(文>在 x 。 点连续，于是 4 1^/0„ 4 ) = /(4).与/<%) — oo U — oo ) 
矛盾. 
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<2) 用有限 a 盖定理 证 明有界性定理因为办 ]， lim fix ) = 

/ Uo ) (若二 0 = 0或 I 考虑其右极限或左极限〉，由函数极限的局部有畀性定 
理知 ， 3在 0 >0, M o >0, Vx €( x 0 - S f XQ + d 0 ) n [ a , b] r \ f ( x ) I < M 0 •构 
•造开区间族 

E— \(x-S gt x + $ r ) I ^ € [a , I, 

则 E 为 [ a , 6] 的一个 《 盖.由有限覆盖定理知，可以从£中选出有限个开区 
间5盖 U , 6], 记为 

(^*1 - dij Xj + $i)y (xz - $2, A + h )， •♦.• <尤*-占*， Xi + $i) - 

又当 ：!：€• (-Tf - 占 , .• x 8 - + d,-) fl [a , 6] 时 ， I /(^) I < t’= 1, 2 ， … ，是•取 
M = I M 山则 V € [a » 6] ， I /(j ) I •故 /(x) 在 [a, fr] 有界 . 

D > 用确界原理证明有界性定理提 示：构 造集合 

E = i j I x €[ a ^ b ]\ V £ € [ a , [ /(O I < K ( x ) I 

其中 KU ) 是 / U ) 在 [ a , : r ] 的上界，然后证明 S upE = fr 6£：， 即£:有最大值 
b . 

• 【例2.33】（上海交通大学2002年）设 / U > 在 U , +00) 连续， gU ) 
在 [<2, 致连续，且 

lim [ f { x ) - g { x )] = 0. 

证明 / tx ) 在 [ a , + co ) — 致连续. 

I 证明】因 lim [/( x ) - g ( x ))^ O t 故 V € >0, 3 X >0, 当 时， 

有 i / U )- g ( x ) l < f . 又哀<文）在 U ， +於>一致连续，对上述6>0，3^,> 

0, V J：u 工 2 令 [ a , +叫， 当 | 工 1 - * r 2 I < 6时，有 I - g { x {) I < f •于 

是 V x !， J ：2^ [ X , + w )• 当 I 工1 _ 丈2 I 〈夕 1 时，有 

I /( 工 1) ( 工 2) I < I /(-Tl) -g(xO I + I ^*{xi) -g(x 2 ) I + 

I 以（上2) 一 /( J 2) l <-3~+-|-+^-- C . 

故 / U ) 在[ X ， + CC ) —致连续.由于 / Cx ) 在 U ， X ]连续，根据康托定理， 
/ U ) 在 [ G ， X ]—致连续，由例 2-15 知， / U ) 在 U ，+ CO ) —致连续， 
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第三章 一 元函数微分学 


§1导数与微分 


一、 基本要求 

1 . 理解导数(微商）和微分的概念 • 会用定义求函數的导数. 

2 . 掌握基本初等函数的导数公式，掌握导数的四则运箅法则和复合函数 
的求导法则，并会运用这些法则熟练地求初等函数的导數和高阶导数. 

3. 会求隐函数和由参数方程所确定的函数的—阶、二阶导数以及反函数 
的导致. 

二、 主要槪念和结论 

1. 设函数 y = / U ) 在 xo 点附近有定义 • 若极限 i %, ^ = 

lj m /<工0 +厶:）_/ ㈤ 存在，则称函数/(幻在点可导，并称极隈值为 
Ax 

/ u ) 在 x 。 点的导数或撖商，记为 /( xo ), y 或起 . 

U r Q 

若极限 lim (判) 及存在，则分 

o " Aj —0* 

别称这两个极限值为函数 /(X> 在点 A 的左导数和右导数，分别记为 /- U 0 > 
和 /♦ Cx 0 ). 

若函数 / b 〉 在开区 I 1 JU ，6) 每一点都可导，则称函数 / U ) 在 U ，6) 可 
导，并称 /( x ) 为函数 ：y = / U ) 的导函数，简称导数或微商， 

若函数在幵区间 O , M 可导，且 /* U ) 和/ -(&> 都存在，则称函数在闭 
区间 U , 6] 可导. 

2. /( 工 0 )存在 ㈡ 尸 - Uo ), /% U 0 ) 都存在，且 /- Uo ) = /^ bo ). 
若函数 fU ) 在 x 0 点可导=/(2>在 x G 点必连续，反之不然. 

3. 导数的四则运算法则若函数《和 r 在点 a 可导，则有 
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{u{x)±v{x)Y^u(x)±v(x)i 
{u(x)v(x)Y^t i ， {x)v(x)-*-u(x)v ， {x); 
f«D\ tt ( r r) — u( r ^ t/C r) . . 、 . . • 

iSf )) = J:u) “ U ) 判). 

4. 复合函数求导法则 ^« = gU ) 在点 x 可导 ，： y = /( u ) 在点 《 = gU ) 
可导，则复合函数 /( dz )) 在 x 点处可导，且有 

lAgU )) Y - f ( u ) gU )^/( gU )} g / U ), 或 £ = 

这个公式也称为链式法则，它可以推广到多个函数*合的情形， 

5. 设函数 y = /(: r > 在&的茱邻域内有定义.若 

△>= /<xo+ 6x) - /(xo) - A • Aj* + o(Aj) ( 厶 ; 

其中 A 与 Ax 无关，则称函数> =/(^)在 x G 点可微，并称必为函数/( X ) 
在^点的微分， 记为 6或 d /. 

6. 函数 : y = /( x ) 在 x 点可锒 ㈡ 函数在 j : 点可导.这时有 d：y = 
/ Cx )- dx . 这也 S — 元函数与多元函数的本质区别之一， 

由上述关系式及求导法则可得相应的微分法则.持别对应于复合函数的 
求导法则有 d / I 玄 （ x >] •(工）） 〆 （ j ) dx . 在此式中如以 u = dw = 

，（ z ) cLc 代入，即得 d /(«) = / UW ». 由此可见，无论 u 是自变 ffi 还是中间 
变 fi , 此式在形式上总是成立.这个性质称为一阶微分形式不变性.它使我们 
可在微分式中作任意变 S 代入，有时比微商运算更重要.萵阶*分则不具有这 


个性质. 


三、常用解 JB 方法与典型例题 


I 例34】求下列函数的导致: 


(1 )jctaor -*7 *r + 6? <2) y = ^ _ x )(2 

【解 J ( 1 ) y ¥ = lanjc + xsec^x — 7 . 




2 



【例3.2】求下列复合函数的导数: 


(1) y = \ntanf; (2) ^=ln 
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注当函数为一般的初等函数时，可利用基本公式、四则运算的求导法则 
和微分法则、 复合® 數求导法则、徽分形式不变性求氐其导数或*分. 

【例34】求下列函数的高阶 导数； 

⑴: y = 求 (2) 求 吃 

【解 J (1) 〆 + i .士 = ln«t + l, 于是 /，（/>' = +• 

( 2 ) 由牛顿•莱布尼茨公式，有 

k^O 


= CS(x 2 ) < 0 ) (e 2 O ( "- 0) + CUx 2 > ⑴ + Ci(^ 2 ) ( 2 ) Ce 2 O u - 2) 




ft /( X 〉 的各阶导数存在，求/和， • 

2 ); ( 2 >y = /( 士)； (3)^»/(e- J )5 

x)i (5) >=/(/( x )). 

, 、 2x/U 2 〉， y^2f(x 2 )^4x 2 f(x 2 ) t 
r = 12* r / U 2 > + Bx ^ rix 2 ). 

W 士)，(士卜 M 士)， 

^(士 ) -M 士 ) -M 社 

•*/( e 〜). / = e ^/( e -") + e - 2 T ( e -^), 

r x /(e"* r )-3e' 2 T(e^)-e-^r(^-)* 

^(Ln^), ^ - p/ (Inx) + ^/"(ln^c )* 

疒 ( lrur ) - ■^/( ln , ) + 七广 Onz ). 

x)/(/(x». /=r(x)/(/(-t)>+(/(^)) 2 r< 
U)/(/(x〉）+ 3/U)/U)/(/U〉）+ 
-u)) 3 r(/(x)). 

求函数 y:/U) = e' « = ?(x) = : 2 的二阶徽分 • 
fXu)du =e*d« = 2 xe , dx, 

： 2(〆 + 2x 2 e x2 )dj 2 + 2jre’d 2 x • 

设函数 M U) = lrur ， v(x〉= e' 求 d 3 («v 〉，^(7 






du* 5 e x dx, d 2 v « c x dx 2 + e^d 2 ^, 
d 5 v =e J dr 3 + Se x d 2 xdx + e x d 3 x, 

d( wv) = ttdv + vd«, wv) — 2d«dv + wd 2 v + vd 2 w, 
d 3 (wt；) ~3d 2 adv + 3dud 2 v + «d 3 v + vd } u t 10C 

d 3 (wtO 88 ^j[x 2 {l + xlnx)d 3 x + 3x ( - 1 2x + ^r 2 lna; Jd^d^j ： + 
(2^-3x + 3^ 2 + ： c 3 itvr )dr 3 ]; 

d 3 ( J = 〜 [x 2 ( 1 - x\nx)d 3 x + 3x ( ~ 1 - 2x + x 2 ln-r )dxd 2 jr +■ 
(2 + 3jr + 3 jc 2 ■ j 3 lme)djc 5 ]. 


195 3-14] 若 /U) = 


证明 /">(◦) = ◦, 

: =0 


【证明 I = 


令 v = 


Um ' = 0 .设 


广- ”(0> = 0, 因为 /("_" U > = : p (士) e -> u 矣 0), 其中 P (士 j 表示关于 

pi 丄 j e - 七 —o 

丄的某个多項式，因此/ <”)(0)=^ ^ J ； /— = lim ： i £1 f i = 0. 由归纳 


^■ 的某个多項式，因此 / ^(0)=1^ 
法得， / (M) (0) = 0. 


[9)3-15] 求函數 /U) = 


x I ^1 


的导数 . 


I UI>1 

【解 1 当 M<1 时， /< x )=e-^(l-2x 2 ), 当 l;rl>l 时 ， /( 

» ... - e w 1 

/%(1)= hm ^ 1 ~ lim -:— *0, 


-(1)« lim 心卜 f(D = Um je " J? ~ eM = Hme-Al~ 

- 工一 l 一 1 - 


2 j 2 > » - 


所以 /( i > 不存在•因 /( d 在 - i 不连续，所以/(- I )也不存在.于是 

/ ( x >= | e _ Al -2 x ”， \ x \< l i 
1 0 [ ^ | >1* 

注本 E 典 S 错误是没有考®分界点的导数，而直接得 




/ u ) = 



I x I 

|xl>l 


v [ffi 3.16] 设 X ’ ： >3 , 碥定 •占的值•使 / U ) 在 1 = 3 

(ox + 6, x <3 

处可导. 

分析要使 / U 〉 在 ； r =3处可导，只需/(3) = /(3 + 0) =/(3-0>和 
/_(3)=/“3)即可. 

. t 解】由/(3-0> = /(3)冷 3 a + fr »9, 又 



fia：)- f(^) 
x -3 


lim 



t 2 -9 

x -3 




f (^)- m ) 

x -3 


=lim 


£ LX ^ b -9 
x -3 



所以 a =6， b = -9. 


【供 3-17】 设/⑴：卜”如士’ • r — 0 ( M W >. 试问： 

' 0, x — 0 

(X) m 为何值时， /U) 在:!: = 0处 连续； 

(2) w 为何值时， /U) 在 z = 0 处可导； 

(3) m 为何值时，/(丈>在1=0处连续. 

【解】<1>要使 / U ) 在 x = 0处连续，只需 lim / U ) = /(0),即 

J _0 


丄= 0;当 i—O 时， J ■有界但无极限，因此 • 只需^-0,于是 

占 — 0 工 «2 T 


m > 0 . 

(2) 当 x 关0时， 八工〉二八 = 所以，要使/(0)存在，当且 

X (J X 

仅当 W 1 —0 U — 0)，于是的>1,这时/(0) = 0. 

— x m ~ 2 i rnxsln ~— cos 丄 1 , j^O 一一 、 

(3> 因为 _ TU 〉= 1 工 ^ ； ，所以要使尸（1) 

0, x —0 

在 ar = 0 处连续，只需 W 2 — 0,即 m >2. 


【例3.18】设 g (0> = ^ ⑻= 0, / ⑴： / U ) Sin 了’ ，求/(0). 


【解】 


彳… ，. 心） - f ( Q ) v 

广 0) = 1 3 i -0 =1^ 


0, x = 0 
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.. 厂 g(jr) - g(0) 1 "I - 

= ^l ^-o ， 7」= 0 

U | sin 士 < i ). 


, 注一般分段函数在各段上是可导的，可用求导法则直接求出，分畀点的 
导数必须用定义判定或求出，特别当函数在分界点左、右两侧表达式不同时， 
应利用定义判定在该点的左、右导数是否存在及相等. 

m 3-19] 求下列隐函数的导数#: 

dx 

(1) x 3 + ^ — xy = 0; (2) arctan 上 =ln >/x z + y 1 . 

【解】 （ 1) 方程两边关于求导 . 有 31 2 + 3：^，/-(：^ + :^/>=0 ,解 


得， V- 


-3^ 


，^ 3y 2 -〆 

(2) 方程两边关于： c 求导 

里 J + v 


，有# 


-v _ 1 
2 


，解得 


【例 340 】 求下列参数方程的 导数 : 


lman 了 + 


所以 


【解】 （ 1) ar'(0 = 2e 2, cos^« - e 2 *2cosisinf = 2e 2; cost (o 

y^{t) = 2e u sln 2 t + ^ 4 2sin^ cost = 2e 2/ s3tii (si; 

^ = xlLL^ unc cost^sWu 
ax x (t) cost - sin; 


— smt ) 
f cosf ) 





注求由方程 F ( u )=0 所确定的»函数的导数常用三种方法： U ) 
成 x 的函数，在方程两边对 r 求导，用复合函数求导 法则， 得到含>& 
从中解出 y . (2) 方程两边求撤分，利用一阶®分形式不变性，得到含 

^的等式.再解出<3)利用公(在第五章给出>， 

【例 3-22] 求下列参数方程的二阶导数： 


【-23】用对数求导法求下列函数的导数： 
y = x (2) ” (1 + x) 士 (: >0). 

(L) 两边取对数 _ 得 Ky = lar + 4-{ln j 1 - x I - In I 


:导，得 


丄 f 二 


1 , 1 1 i -1 _1_\ -丄 1 

7, = T + Tlr ^ - ri ^) = 7' ci - x )( i +. 

.[士 + 

两边取对数， # b >= jln(x + l ). 两边对 X 求导，得 
V ln( 1 + jg ) , 1 

•, 、丄 f ln ( 1 xj . _1_) 

y =(l + x )^ - ^2 + x ( l + X>J * 

常用取对數求导法求幂指函数及连乘积函数的导致. 







边取对数后，两边对 JT 求导，把 J 看成复合函数的中同变 fi . 其优点是，可以 
把积商化为和差， 蓁指 函数化为乘积函数，从而简化运箅. 

. 【例3,24】设函数 y = /( x ) 在点 z 二阶可导，且若 / U ) 存在 
反 函數 x =/- i ( w . 求 


【解】 


d > 2 ' 


-if i£.\ = _d_f dx) dx _ - v" 1 _ - 
dv ^ dv / 6x\ dvl d-v D 2 v’ ( 


dy 2 dy^ dy I dx l dy / dy (y ^) 2 y (y) 3 ’ 

注此®给出了反函数的二阶导数公式.反函数的导数等于原来函数的 
导数的倒数，但反函数的二阶导数不一定等于原来函数的二阶导数的倒数. 

【例3.25】设 y = ： y ( x > 存在反函数，且满足方程证明 
反函数 : r = M >0 满足并由此求出一个 y = yU >. 


【证明】 由例 3-24 知， 


d 2 x _ d [" dx > d _ t dx \ dx _ - - y * • 丄- ■ / _ 

dy 2 dy^ dy f dj ： l dy I dy (y J ) 2 y (y’ ） 3 


l¥) 


由 *1 知，可取 = > 从而工=士/，即： y 2 »2 x 满足 方程. 


§2微分中值定理及其应用 


一、 基本要求 

1. 掌握费马定理，罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理和泰勒公 
式，会用它们证明有关命题，掌握通过构进辅助函数解决问题的方法. 

2. 掌握用络必达法则求待定型极限的方法. 

3. 会用导数 (包 括高阶导数)判断函数的单调性、极值、凸性. 

4. 掌握函数最大值、最小值的求法及其应用. 

二、 主要槪忠和结论 

1. 若存在占>0,使函数 / U ) 在+ <30内满足 〈或 
/UoX/U))， 则称函数/在点^取得极大（小）值， x 0 称为/的极大（小） 
值点.极大值和极小值统称为极值. 
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2. 费马定理若函数在&点达到极值，且 / U 〉 在 xo 点可导，则 
/(x 0 ) = 0. 

注定理给出了 取得极值的必要条件.我们称满足 / U )»0 的点 

为 / U ) 的稳定点或驻点. 

3. 罗尔定理若函数 /( x > 满足 （ 丨 ） 在闭区间 [ fl , 6] 连续； （11 ) 在开 
区间 u , 占)可导 ； （hi >则 3 eeu , 6), 使得 r ( f )» o , 

' 4, 拉格朗日中值定理若函数 /(X) 满足 （（） 在闭区间 U ， 6] 连续； 

( II )在开区间 U , 6) 可导，则 3? eu . 使得尸 吃 

5. 柯西中值定理若函数 / U ) 和哀 U ) 满足 （ 1 ) 在闭区间 [ fl ，6] 连 
续； （《 ) 在开区间 U , 6〉可导； （ iil ) gix )^ 则 3 f € U , 6)，使得 

= f ( b ) - f ( a ) 
gib ) - g ( a )* 

6. 洛必达法则若（丨 > / U ) 和 〆 : c ) 在 Uo -夂 Ud ) 可导，且 

，其中 ^>0; ( II ) lim /( or ) = limg ( x ) =0 (或 co ) : ( jjj ) lim 
»A (其中 A 可为实数，也可以为《0.则有 

Um lim ^ S x l - A . 

哀 (x) g \x) 

注上述表达式中分子分母同时趋于零 （或无 穷），称这种表达式极限为 
含(或吾 j 型待定型，除此之外， 还有。 •《， oo - oc ，1' 0°，江 。类 型待定 

型，这些待定型都可以经过适当变形或变换化为^或型的待定型，然后 

用洛必达法则来求其极隈.法则对极限过程: r — 以+， x —^- oa f x - + 
«, -oo 的情形，只要稍加修改条件 （ 丨），有同样的结论. 

7. 泰勒公式若函数 /U> 在含 xo 的某个区间有 《 + 1 阶连续导數，蒯对 
该区间内的任钶有下面的泰勒公式 成立： 

f(x) =/( 工 0) 十 / ix Q )(x - Xo) + ’ 替。 )( 工 - 戈 0 ) 2 +，♦. + 

广 ⑴ • 

其中 P „( x ) = /( J ： o> + / ( x D )Cx - X。）+ ’t) (X - x 0 ) 2 + …如 ’ 

( X - A )" 称为 / U ) 在 A 的《次泰勒多项式， i ? n c ； r ) 称为 n 次泰勒公式的余 
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当 xo ^ O 时上述公式称为麦克劳林公式.其中余项 J? n (x> 有以下几种形 


皮亚诺型余项 H «( x ) = o (( x - x 0 ) M )； 

拉格朗日型余项 R,(x>= ((" 二 (4) ( 工 - 工 。) 川， 麥介于 i 与 x 0 之间; 

(n 十 1 

柯西 s 余项 — 

n! 

积分余项 r 0 u )=」rP (工 - oy ( M +,> ( Odt . 

u :。 

常见的基本初等函数的麦克劳林展开式 5 


(1) e x = 

(2) slnx 


+ (n + l)! 


卜丄 jr 2 + - L -3 4 .... 4 . - 1 - 
^2\ X 3!^ n\ 

3! x 5! x ^ 1； (2«-l)! 


(3) 


-TTX 2 + T7X 4 -- +{-l) M_ 


( 2 «- 2 )! 


- 1 ” 


cosftr 

(2n)\ 


(4) \n(l + x)^ x- 




- 1 ) 


- l) n 


(5) (1 


l)(l+fe) J 
.a(a-l) 


a(a - !)*••(a 


1) 


2 ! 


a -1) 


D ! 


^(l + fe ) 


(0<^<1). 


8. 函数的单调性设函数 /( x) 在 [«, 6] 连续，在 U, 幻可导，则/(， 
在 A] 内单调上升（或单调下降〉的充要条件是 /(*r )>0( 或 / U)<0> 


V x €• ( a , fr ). 

注设函数 /( a:) 在 [«, 6] 连续，在 U, fr〉 可导， 且 /U)>0( 或尸（: r)< 
0), 则 /〈a：) 在 [<2, 6] 内严格单调上升（或严格单调下降）.但反之不一定，女 
/U) = x 3 在任何包含0的区间严格单调上升，但/(0)»0. 

9,函數的极值极值的第一充分条件设函数 / U ) 在 + 

续， 在(: c 0 - 心別+ 5)\ U 0 I 可导，其中次 >0. 

(1) 苔当 x €{ x 0 - $, zo 〉 时 / ( JoXG，S x 6 ( xQ t xo + 5)0^, f ( xo ) 
>0, 则/( X 〉在取锝极 小值； 









(2) 苦当 * r € ( r 。- 汐， 怎0〉 时，产 （* r 0 »0， 当文€(*2：0 ， jo + 汐） 时. 广（工 o ). 
<0,则 / U ) 在 a 取得极大值. 

.极值的第二充分条件设函数 / U ) 在点&二阶可导，且 / U c >=0, 

尸 U 0 ) 关 0,则 

(1) 当 / U «〉>0 时，/(幻在工=:^取得极小值； 

(2) 当 / U 0 )<0 时， / U ) 在 x » x < i 取得极大值. 

若函数/<幻在 U , M 连续，则 / U ) 在 U , 6] 必能取到最值，且最值只能 
奄区间 U , 6] 的端点、驻点或不可导点取得，逐一比较，便可获得最大 值和进 
小值. 

10. 函致的凸性设函数 y = /( x ) 在区间 Z 有定义， VAe [0, 1], Vx b 
々€■ L 若 /( Ajcj + (1 - A ) x 2>^ A /( xi ) + (1 - A )/( x 2)» 则称 /( a ：> 在 J 为下 
凸函数；若 /( A-rj + (1 - A ) x 2)^ A /( xi ) + (1- A )/( x2 ), 则称 /(之〉在 !为上 
凸函数. 

设， U > 在二阶可导，若 Va € U , 6], 都有尸 则 
/(：0在<«， 6) 为下（上）凸函数. 

11. 拐点若函数 / U > 在点 （ x D ，/ U Q )) 的两侧附近分别是上凸和下凸 
的，则称 ( A , / U c >> 为曲线 ；y = / U ) 的拐点. 

设函数 /( x > 在 ( xo -次，〜十衣)可导，在 〈 X ( j -5, : ro ) 和 （ xo , 太 0 + 5>二阶 
可导. 苦/ *( x ) 在（1。 - 占， xo ) 和 （ Jo . Jo + 占》 的符号相反， fl !)( xo , /( a * o )) 是 
曲线的拐点. 

三、常用屏 fl 方法与典 型例理 

[«3-26]设函数 / U ) 在 a 点具有连续的二阶导数.证明 

,• f ( a + h ) + f ( a — h ) ~ 2 f ( a ) ^.. 

^ ~ 

【证明 1 方法一因为点有连续二阶导数，故3$>0,使得 
/(工)在<«-夂 <2有连续的一阶导數.任取 AS (0, < n , 令 F ( jr ) = /( 0 + 
x ) + / U - x )-2/ U ), G ( x )» x 2 , ^6[0. h ], 则 F 和 G 在 [0, h ] 满足柯 
西中值定理条件，故3$€(0, O , 使得 






把 — A 2 ~^ = K(?)=ru). 

【例3,27】设 lim /( r ) = fl ， 求证 V r >0, 有 】 im [ f(x + 丁） -/ U )] 
= Tc, 

【证明 J 对 / u > 在[工， x + r ] 应用拉格朗日中值定理得， a ?€( j , ^ + 
T ), 使得 /(： c + T )-/ U )=7 rU ). 令 X — + CO , 则 + cq , 从而 
lim [/( x + T )-/ U )]= T lim / U ); Tc . 

I 例 3.28】 证明 （1) 方程/-30：^ = <1((是常 ft ) 在区间 [0, 1] 内不可 
能女两个不同的 实根； （2〉方程； c ” + 辦+9 = 0 (« 为正整数，为实數）当 
«为偶数时至多有两个实根；当 n 为奇数时至多有三个实根. 

【证明】（1>用反证法.若方程在 [0, 1] 有两个不同的实根不妨 
设：^<工2,则令 /(•!) = /-3 «r + c ， 则 /( x ) 在 [ x !， 满足 
罗尔定理条件. T *3$6< x !, x 2 ), 使得 / U ) = ：3 p -3 = 0=^=1. 这与0< 
矛盾， 


(2) 当 r * 为偶数时，设方程有三个不闻的实根; n , z 2 , or 3 , 不妨设< 
X2<X^. 令/ ■( J：) = J： w 十 /« + ?• 则 /(JT) 在 [ 七， X2] 和 [J2» jj] 满足罗尔定理 
条伟，从而 aheUi ， x 2 ) 9 3 l 2 e ( x 2 , x 3 ), 使得尸 + 
y ® rt ^ s ' 1 + p - o . 于是 

/< fi )- r (? 2 )=«(«" 1 -^" 1 )= o =>^= e 2 , 

这与&<匕<^ 2 <&<1 3 矛盾.故当 „ 为偶数时，原方程至多有两个实根. 
同理可证，当为奇数时， m 方程至多有三个实根. 




当 1 >义时，有 /(* i ：)< B </(： r 0 )， 由介值定理， 3^ 2 e (^ 0 . x ), 使 / u 2 ) = 
B . 从而 /( J ) 在[文 丨， * T 2 ] 满足罗尔定理条件，故 X 2) C (< J , +00)， 
使得 / u )=0. 

【例3.30】 设/( X )可导，求证 /( J ) 的两零点之间有 /( x ) + /<；0 的零 
点. 

【证明】设々，： r 2 是 /U) 的两个零点， SP/(x l )=/( x 2 ) = 0. 作辅助函 
数 FU ) = /( x ) e ' 由于 / U〉 可导，所以 FU) 可寻，于是 FU) 在[:^，: r 2 ] 
满足罗尔定理条件， 从而 3$ eU Lt x 2 ). 使 F ( O 0 •即 /(|) e € +- /(?)〆 = 
e e [/ u ) + /($)] = o , 所以 /( e) + /<e) = o. 

注构造辅助函数是本®证明的关键，请读者注意理解各种类 fl 辅助函 
数的构造. . 

I例3.31】 设函数 /U) 在 U, 6] 可导， 其中 0 >0» 求证 3?€ U , 办〉, 
使得 2 e [/(6)-/ U )]=(6 2 - a 2 )/ U ). 

[证明 J 设 g U ) = x 2 , 则/和丨在 U, 6] 可导，且当 6) 时， 

g '<: r >7 K ). 由柯西中值定理， 3 ^( a , 6), 使得 f ( ^\- f S a \ ; A^： t 即 









/ ⑷⑺ 〆 ’⑻： 沪吃 


方法二令 FU ) = 


f(j：) 


, = — ,则 P *( d 与 G ( x ) 在[«2,幻连续， 


在 U , 6) 可导，且 G ' U〉= _4关0,由柯西中值定理知， 3?€( a . 6), 使得 

gr ⑺-厂 m fib ) f ( a ) 


/( f >- erc ^) = 


丄 _ 丄 
b a 

af(b) — bf(a 、 


方法三令 FU ) 则 F ( x > 在 [ a , 6] 连续，在<< 2 , 可导.由 

拉格朗日中值定理，6)，使得 

c «, ,、 F(d*) — F(a^ bf(a) - af(b') 

F (3 ? )t= b-a = b-a _ 

又 ru)=f(f)-fr[f). 

令则枝且 
7 

I 例 3.33】 若/(乃在 [ a ， M 可导，且 / U ) 乒/(6>,灸为介于 / U ) 与 
/(6)之间的任一实数，则至少存在一点 feu , 6)，使 r ($) = i 

【证明】不妨设 / U )<6</(6> .令 F ( x ) = /( x ) -红 ，则 F ( x ) 在 
[ a , 6] 连续，且 r ( x ) = f { x )- k , 由闭区间上连续函数的性质， FU > 在 
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a ， w 有最小值，设最小值点为冬 






证 f 尹 6,即 l €( a , 6). 故 f 为 FU ) 的极小值点，由费马定理， ru ) = o , 印 
/($)=k. 

注（1>此结论称为达布定理.它说明/( X )具有介值性.由此可得，若 
/( X )在 U ，6] 可导，则/ <_ r > 不能有第一类间断点，即具有第一类间断点的 ffl 
数不存在原函数. 

(2) 下面结论是本例的持殊情 形：若 / U ) 在 &] 可导，且/(«〕• 
/(6>< o , 则至少存在一点 eeo , « 0 ,使 /($>= o . 它对应于根的存在定理. 

1例3-34】用拉格朗日中值定理证明不等式 ^^〈 arcun ；!^;^ ^>0. 

【证 明】 函数 /(/) = a rcuru 在[0, 满足拉格朗日定理条件，故3芒€ 

(0, x 〉， 使得 

y (枣 ） = arctanj ^ arctanQ 


1 _ arcta 

1 +? 2 ~ ^ 


由于 0< Ka 故 

―1— < — i — < 1 

1十 X 2 1十冬 2 U 

从而有 

_ L < arctaM <u 


1 + jr ^ x 

即 

1 + 2 < arctanx < x . 


I 例 3在1 用函数的单调性证明不等式 z -¥< ln(l + x )<: r , x >0. 






降，无极值；当 a >0 时，令又，(士 ) = a 2 >0, 故 fix ) 
，在 x = 士时取到极>小值/*( 士 ) = 1 + ina . 

(2) 当0<之< 丄时， fU )= a -^-< 0 , 当 0 ：>丄时， /( x >>0, 且 
•a x a 

lim fix ')- lim f ( x ) - + 故当 /( 士)； t + Ina <0，即 0 <a < e _1 时，康 
^ •程有两个实根. 

【例3_38】设 / U ) 在（-00， +«) 连续，且 lim / U )»+ co , 证明/<又） 
在 （- CO , + CC ) 取到它的最小值. 

【证明】由于 lim / u )= + 00 ,故 v G >0, 3 X >0, 当 M >X B 寸，有 

/(工）>0,若取0= 1/(0) I + t >0, 则 3 X 0 >(X 当 I ：r I > X 0 时，有 / U )> 
G = 1/(0) l + l >/(0). 则若 / (之）在< -⑺， + oo > 有最小值，应在 
[- X 0 - l ， Xo +1] 中取到.由于 / U ) 在（一印，+«0连续，从而 / U ) 在闭区 
间 + 连续，由最值定理知， / U ) 在 [- A -1, + 可以取 
到最小值.所以， / U > 在+«0取到它的最小值. 

【例3_39】设 / U > 在 U , 6) 连续 ， Urn /( x ) = B . 

* ♦办 • 

(1) 若存在 々 eu , fr 〉， 使 /( x t >> s , 则 / U ) 在 u , 6〉达到最 大值； 

( 2 ) 若存在 aGU ，6), 使 / U s ) = S , 能否靳言 /(* r ) 在 U , 6) 达到最 
大值？ 

【证明 J (1> 方法一由 lim /( x ) = B , f ( x l )> B i 故对 

z^b * 

>0, 3占 0 >0,且％< 6 - fl ， 使当 : e ( b - d Q , *6) 时，有 /(* r ) - B < e 0 = 

•因为 / U > 在 [ a , 6) 连续，所以 / U ) 在[〜6-心] 
连续》由最值定理知， / U ) 在[«2, 6 - 心]达到最大值，从而 / U ) 在 6) 达 
到最大值， 

方法二令 FU >=| /U) ’ a < x < b t 则以幻在^， 6] 连续，于是 

\ B , x = b 
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F ( x ) 在 U , fr ] 达到最 大值. 又存在: 6), 使 F (^,)> F (^). 从而 
F ( x ) 在 U , 6) 达到*大值，即 / U 〉 在 U , •&) 达到最大值. 

(2) 令 a<X< \ 则 F ( x ) 在幻连续，于是 FU ) 

I B, b 

在 6] 达到最大值.若最大值为 B , 则 FU ) 在&处达到 F ( x ) 在 U , 的 
最大值，即/( X 〉在 U , 6) 芎达到最 大值； 若*大值大于 S , 则 F ( x ) 在 U , 
内可以达到最大值，8?/(：0在[1 6) 也可达到最大值. 

I 闲3.40】飨定长为/的线段，试把它分成两段，使以这两段为边所围成 
的矩形面积为最大. 

t 解】设其中一段长为则另一段长为 卜工 ，于是矩形的面积为 

令由实际问理知，当分成的两段都为 f 时, 
所围成的矩形面积最大. 

[9)3.41] 设炮口的仰角为^炮掸的初速为 v 0 Cm /5), 炮口取作原点， 
*炮时取作£ = 不计空气阻力时，炮掸的运动方程为： 

( X — evocoscr 

y = tvosina - ^ gt Z 

若初速 t ； Q 不变，问如何调螯炮口的仰角使炮弹射程最远. 

【»】要求射程最远，即求 x 的最大值，且此时 j = 0, SP 

1 7 2vosisxa 

y = Cv ^9 ina - ~ rgi A - O^t — ― * - . 

2 g 

于是 = = f ), 令上》红^ = 0 令 

g g 、 2 1 g 

= 由实际问题知，当仰角 (7 为 f ■时，炮弹射柽最远， 

4 4 

t 例3_42】设/( I )在 U , +~)有界， / U ) 存在，且 lint = 6 .求 

证6 =0, 

1证明 J 方法一不妨设《>0.任取+«>, /( x ) 在 [ x , 2之]蒱 
足拉格朗日中值定理的条件，故 3 f €(: r , 2 x ), 使得/($>= ’( 2 小八工〉 . 
注意到 f (2 x ) - /( jr ) 在 [ a , + «?〉有界及 lim 尸 { r 〉 = 6.令+ »«这时有 

劣—♦轉 

?♦+<», 士•一0_从而 lim ^ Cf ) = 0. 由极限的惟一性知， 6 = 0. 

方法二用 反证法 .若不妨设6>0 (6<0情形类似可证>.由于 
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令 r 2 -**+»， 则 = + «?. 于是/(文>在 [ a , +<»〉无畀， 矛盾. 

注类似可证， （1) 若 / U ) 在 U , 十 《) 可导，且 lim / U ) 与 lim 

部存在，则 lim fdx )^ 0 . (2) 设/( X )在 「 a , + CO ) 可导，且 l im /( x ) = ^> 

) •則 lim fix ) =<» . 

♦❿ 

【例 3-43】 设困数 /(: c ) 在 ( a . 6) 可导，且 lim ./(: r ) = A , 证明： 

<1) lim +/( x ) 存在； 

(2) 若补充定义 / U 〉= 则 / + (< z ) 存在且等于 A , 

【证明】⑴由 Hm + /( x ) = A 知，存在^>0,当0< U-a | <5,时, 

\fU)-A |< 1 •由此 l/(x)l < I Al + 1• 任给《 > 0 ， 取在 * 

Tiin{^ lt I A f + 1 }♦则当 U , a + 5〉时，由拉格朗日中值定理, 

I / UO -/ U ')! = |/ u >| | x ^^ l<(UI 其中 e 介于/与 I ， 

2间.由柯西收敛原理知，存在. 

(2) 补充定义 / U )= lini + / U ). 任取 则/( X 〉在 U , r 】 满 S 

格朗日中值定理的条故存在 U , 使得 - / U > = 


h ’、 U 、 、 Kn ) + /( f )» A , 即广 + ( a ) 存在且等于 A . 

* 注 （1) 对左导¥的 情形有 类似的结论. 

(2> 由此可得导数极限定理设函数 /(: r ) 在&点附近连续，除 u 点外 
可导，若存在， 则 / U 0 ) 也存在，且 /< z & )= 

^*0 

(3) 由此可知，对导函数 / U ) 而言， ； r 或 者是连 续点，或者是第二类间 








不可能是第一类间断点. 

« 3-44] 设函数 / o ) 在 u ， m 内可导，且单调，证明 ro 
>连续， 

E 明】 反 证法. 假设 6) 是 / Or ) 的一个间断点，由于 /(r 
• 单调， Xfl 必为 /0 r > 的第一类间断点.由例343注〔3)得出矛盾， 

H 3-451 求下列待定型的 极限： 















= SC (- D * M +2 i ]^ + oCx 

【例34?】求下列函数在 I = 1的泰勒展开贫 
(1) lnrs (2> cr *. 

[ff] (1) lnjc = ln[l + (^ - 1>] 


* (i - 1) - 士 ( a ; - 1> 2 + 士( 

A ~ U — o - 1)，+ o[{x - 
n 

(2) a 2 * « a • a^ x » a • e u ^ J)bw 

=a + alna . ( 工 -1) + a (x — l) 2 

fu - DUU - l )"]. 

【例 3-48] _ 用泰勒公式求 极限： 


(1) 1^( i 
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⑵由 /( j ) = /<0) + /<0)^ + ^ 


2 ! 


〆 /)及<1)的结杲得, 


lim 

*- 0 L ^ 




- 3 + yx 


QKX 


^ X 
2 


X -I i-U X 

【例 340 】设 /(x) 在实柚上任意次可导，令 F(X) = /U 2 ), 求证 : 


广， > = 0,微 =守. 


I 证明】/(幻在1 = 0处的泰勒展开式为 


/( x )-/( o ) + /( o)x + i ^ x 2 + *- + -^ r ^ x " + --*. 从而 


/( x 2 ) = /<0) + /<0) x 2 4-^^ 


2« 


F ( x ) = F ( D ) + F # (0) x ^ f ^ p j ： 2 


n 

〆 "〉（()> 

nl ^ _ 

F ㈤ （0) 


( 2 «)! 


F Ufl * l ) ( 0 ) 


2 n 


(2« + l)! 

由 F (* r ) =/( z 2 ), F (0)=/(0>. 比较上面两式得， F <2 ” u )(0) = 0, 

F (2 u ) (0) _ 〆 ")(()） 

C2«)J n] ♦ 

im 3-5 i ] 设 / U ) 在 u , H 有二阶导数， /( a ) = /(6)=0, 证明存在 


A ), 使丨 /< c 〉 l > 




(6 — a 

til 明丨由于 / U ) 在 U , 6] 有二阶导数，则 / U ) 在 x = a 和 ^ = 6 两点 
的泰軌展开式分別为 


fix) -/(a ) + f{a){x - a ) + - <J> 2 = /(a ) + 广 (: - a) 2 » 


其中 $6 ( a , x)i 

/(x) = /(6) + /^(6)(x - b) + (x • 6> 2 = /(厶 ）+ 广 )!”)(:- 厶〉 2 , 

其中 7} 泛（工、 b). 


所以 




M 2 


.令 


中，则 


I /(6> - /<ta> I = ^ - «0 2 I 尸 (!）- «T(V) t 
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其中 0芒或 ？ ，使得 |/* U 〉 l = maxllr ( f)U 1/( V ) U . 所以 

注类似可 ffi , 设 / U ) 在 M 有二阶导数， /(^) 证明存在 
c € u , 6)， telrCc ) !>,. 4 、: j / ⑴ -/ u 〕 l 可以进一步说明不等式右 

(6 - a ) 

靖的常数4是 ft 佳估计（印如果将此常数改为大于4的数，则有函数使不等式 
不再成立）. 

I 例 3. S 2 J 对函数/(^>在[0, x ] 应用拉格朗日中值定理有 
/U>-/CO) = /(dr) ： c ， 托 ( 0 , 1 ). 

试证对下列函数有 = + : 

，一 <!♦ 2 






,, jce ~ t ;_t i i, xc_ ,• c 11 t a j i 

- WT) n + «" 3 e-(l + l + ,)"T- 

【例 3.53】 设/<文>在 a 点附近二阶可导，且 / U ) 垆0,由微分中值定理 

/{a * h ) - f { a ) = / (a + 6 h ) h t 0< ^< 1. 求证 

h ^) £ 

【证明】由泰勒公式 /(fl + a ) = / U ) + / U)a + £ ^ a ' 2 + jU 2 >, 与题 
设式子相減得 
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注（1>例 3.52 为本例结果对具体函數的具体应用 
(2> 进一步有结沦••设 / U ) 在 a 点附近《 P 介可导， 
泰勒公式 


㈣ = 7T? 

【洌3_54】 证明 若函数 / U ) 在区间 [ a , 6] 恒有 r ( 
任意两点 a , a , 都有 々土:心 >/(^4^). 


并分别取 


>处展为泰勒公 






注本例利用泰勒公式证明了函数凸性的充分条件.证明的关键是展开 
点的 选取. 泰勒公式是在已知高阶可导的条件下证明不等式的常用 方法. 

§3 综合例题 

I 例 345 I (浙江大学2001 年） 设 _y = >» U ) 为可徹 函数， 求：/<0),其中 


















【例 3，《0】 （北京师范大学1998年）设函数 /( x ) 在 （- co ，+ oo > 有二 
阶连续导数，且 

/(x + ^)+/( r - A ) - 2/( x )^0, Vx € ( - c ®, + <»), V h >0. 

..证明 + oo ), f ( x )> 0 . 

【证明】由泰勒公式， Vj 6( -03 » +$)» V k >0, 

fix A ) « fix ) + 广 ( x)k + ~ f { x ') h 2 + o ( h 2 ) t 

fix - A ) = /( x ) - f { x)h + + o (/ i 2 ). 

两式相加得 /(^ + A ) + /<x — A )- 88 2 fix '} + /" ( ji ) k 1 + o ( A 2 ). 

因为 /(: + A )+/(:- A >-2/( x *)>0, 所以 /(^)/ i 2 + o (^ 2 )>0. 令 A 
-0 得， / U )>0. 

注此例同样巧妙地利用了泰勒公式.结合例 3-54 得到了函数凸性的充 
分必要条件. 

【例 3.6 U (北京大学2000年）求 e 2 l 〃 2 到含 x 5 项的泰勒展开式. 
【证明】 * + + 

e 2x_ ^ =1 -f (2 x - x z ) + ^-(2 x - x 2 ) 1 + - 之 2 > 3 + 




2 x - x 2 ) $ + o ( x 5 ) 


2 jc + x 1 - yx J -含工 4 一 i5 x ^ + 0 (之 5 ) • 
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第四章 一 元函数积分学 


1 不定积分 


— 、*本要求 

1. 理解原函数与不定积分的概念. 

2. 掌握不定积分的基本公式和性质. 

3. 掌握不定积分的换元积分法和分部积分法. 

4会求有理函数、三角函数有理式和某些无理函数的积分. 

二、主要槪念和结论 

1. 设在区间 f 的每一点》都有 F ' U ) =/( x ), 则称 FCx 〉 是在 J 的 
一个原函数. / U ) 在区间 f 的原函致全体 FU > + C 称为 fU ) 在区间/的不 

定积分，记为 JV < x > cU . 

2 . 设函数 / u ) 和在区间 r 有原®数，则 

[ af ( x ) + ft (: r)]dx = ej /( x > d:r + pJg ' C-r )dx ( a , ^ 为常数 ）• 

3. 第一换元积分法(凑微分法）设函数 / U ) 在区间 /有厫函 SF («)， 
u = < p ( x ) 在 J * 可导 P 且 f ) C J ， 则 

\f{<p{x))^> ， {x)6x = /( u)du * F{ u ) + C 

J J M » f(tf) 

=F(f»(jr)) + C. 

4. 第二换元积分法设 《 = < pU ) 在区间 J 连续可导，且 fix ) # 0, 
fix ) = g { 9 { x )) 9 \ x ) 在区间 J 有«函数 FU )， 则 

|g(« )d« 88 |g , (f(«x))f ， (x)dx * |/(x)djr = F(j) + C 

= F{ 9 ^{u)) + C. 

5. 分部积分法 设 w ( x ) 和 v (, x ) 可导， J «*{ x ) v < jr ) d ^ 存在，则 
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常用解 B 方法与典型例 8 
4*1] 求下列不定积分： 






⑶原式 88 J rrwT^r = I ^ dx = i tanx + c * 
l 例44】求一曲线 y = fix ), 它在点 U ，/ U )) 处的切线的斜率为 2* z , 
且通过点 (2,5). 

【解 J 由己知， f ( x ) = lx , 故 / U > » \lxdx = 再由 f { x)it 

点 （2, 5)， 知 /(2) = 2 2 + C = 5 =>C » 1. 

【例44】 已知 / U ) 满足给定的关系式，试求 / U ), 

(1) xf { x ) » 1 (:>◦); (2) f ( x ) fix ) = 1 (x > 0). 

【解 J (1) / ( x ) = 士，两边对 a 积分，得 

/{ x)dx = I ^- dj , fix ) = ln-r + C . 

(2) fU ) f ( x ) ^ 1, 两边对 J 积分，得 

|/{x)/(^)dj - jd^t 


从而 


f /( x ) d /{ x )= 


+/ 2 (* r ) — j + Ci =>/( x ) = Jlx + C . 
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【例 4.4] 用赛微分法求下列不定 积分： 

⑴ L(l d :2x); C2> J e 1 + t- J + 2 ! ^^Asin^+^Bcc^x 1 

' ⑷ frfe 

i 解】 a ) 方法一 

原式 = f( 士 - rfe) dj = I T dj -1 nfe d(2 J) 

Hrfd + C . 


方法二 


原式 = 

(2) 原式 = j " — 


•fx^ d 士一 ln 


f df〆 + 1) 
d " N ( e ^ l )^ 


2 + • C . 


(W 若 A = 0,原式 = J * ^dx = ^ 

若 S = 0, 原式 = f 中 6 + 

若 A 垆0, S _ 0 且 A , S 同号， 


赓式 = J * 


88 il 


dtaiu 
~A ~ 


= Tfe^t i / l tanx ) 


若 A , B 异号， 


If ；^ = J 


■ 1 
一 2 7- AB 



tanx 




r**-u f 1 - smx . r 1 - sin.r . 

⑷原式 =J (1 + ,inx)(l- si^) dx = J ^T djas tanj - secj 

⑴原式 = f f jdsi r = f + . = ^ arctanCsin ^} + C . 

)1 + si a x J 2 1 + sm x 2 

【例 4-5] 用换元积分法求下列不定 积分： 


xdj 


im ] ( i > 原式 =- jj * 


)2 J J X + 1 

- 1 , 1 f ^(5 + 
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d(l 


2 Vl 


xln(x + vl + a : 2 ) - vl 


C . 


注 当被积函数为多项式与三龟函数或反三角函数或指数函数或对数函 
数构51积时，常用分部积 分法； 若被积函数为三角函数与指数函数的乘积时， 
常用分部积分法解出一个关于原积分的等式，然后解出原积分. 

[0114.7] 求下列不定积分的递推 公式： 


(1) l n = [x N e^dar; (2) l u = (3) I H = [tan^dj; 

(4) I H = (arcsinar)Mx. 

【解】 CD h = 士 JVde fa = - 士 [e 、 


-1 cLc 


(2) J, t = 


(lnj) u dx = x(lnx)" - xd(lnx) 


~ j ： (lrir) v - rtjunx^-idx = x(lrur) - ”/„-卜 
(3) 1 „ = |tan M-2 jrtan 2 xdo： = |tan"' 2 x(sec 2 x - l)dx 

= Jtan n ~ 2 jdran ^: - I „，2 — ~ ^ "^ tan w _ l j ： - /„_2. 
f4W = - « [(. 


= x\ arcsmx/ t ^arcssinx; a v i - x 
=x(arcsinx) h + n Carcsinj } tf_1 •/1 - x 1 - 

n ( 朽 - l)J ， (arc$inj) ,e ' 2 dj 

=x(arcsinx)" +■ «{arc«njr) ww, J 1 - n(n — 

t 例 4.8】 求下列有理函数的积分： 

⑴ Jrfe; ⑵巧 . 

【解】 （1) 设厂^ = rr^+ 1 Bzt c 2 t 其中 A , 为待定系数，通 

分，然后令分子相等得 ：（A + B ) jt 2 +(B + C - A)x + A + C = 1,比较同次 
幕的系数得线性方程组： 
















dx . 


dtarur 


= - Y^ln(or -i + 1) + C. 

【例 4.10】 求下列三角函数有理式的积分： 

(3) J ^lc^x dx ' ⑷ j 

I 供】⑴原式 = | r^ = J = J ; 

ss "*^arctan| ^"^tanx) + 

注本题也可利用万能公式求解 * 

⑴记 1 = I 1 + t^tix = \ sinx 了 cc«; d : , J = j — .COS’:’ 则 

J + / = jdr = a: + Ci ， 




A( sit 


■yin I situ : 


=In i sii 


C 2 . 


于是 原式 =J = 了工 

注本理可令 tanx = t 进行求解， 也很衔 单. 

(3) 原式= f 一 2 撕「 心= 

J sin j cos x 


+ C. 


⑷记 f = 1; 


rTx(l - si 
dsinx = — 


丄 


In 


2 cosx 

2f+ 


dx 


_ 

，卜 


2 a»x 


2 

dx » 则 


十 aiax I 

-MX I 


C. 


J = Jdx = x + Ci, 

f nnajr - 2 sinr . _ f fUsiag + 2 cosj ) . | n | ^ nx + 2««工 I + C 2 , 
1 - 2/ 一 j sinx + 2 cosx J sinx + 2 cosx 

解得 / ss 冬 j ： + 士 In i sinx + 2 co6X I 七 C ♦ 


1 = f- 

【例 4^111 求下列无理函数的积分 
⑴ r d: 


【解1 (1〉原式 




d_r 




0丄+丄1 


丄 




原式 










§2 定积分 


一、 基本要求 

1. 理解定枳分的概念、几何意义和物理意义. 

2. 鞏搌定积分的性质和定积分中值定理. 

3. 理解由变隈定积分定义的函数，并会求它的导数. 

4. 掌握牛顿-莱布尼茨公式. 

5. 掌握定积分的换元积分法和分部积分法. 

6. 理解函玟可积的充要条件，掌握几类函数 C 连续函数、具有有限个间断 
点的有界 函数） 的可积性. 

二、 主要概念和结论 

1,设函数 /( o *) 在区间 [〜 6] 有定义.下面分四步来概述定积分的定义： 

① 分割：在内任意插入《 个点 a = * ro <« ri < — < j „- i <> r n = 6_ 

将分成《个小区间（称力 U 的一个 分法， i 己为△)，小区间的长度记 

为厶 : T/ = X, - 工卜卜 ;1 ， 2,… ， n; 

② 取点：在毎个小 E 间上任取一点 ( = 1,2, • 

③ 作和： ^)/(色）么 r , (该和式称为黎曼和 ）； 

t 

n 

® 求 S 限： 记 A = A (厶 ） =max I 么 r ,， I ，若极限 lira 互] */( f , ) Aa : t 存在(设为 

I )，则称 / U ) 在 U , 6] 黎曼可积，简称可枳.极限/称为 /( x ) 在的定 
积分，记怍 

f ( x)dx = lim ^/(^) Aj £. 

卜 0 j-i 

1 . 定积分的基本性质 

(1) 若函数 / U ) 在 u ,6] 可积，则函数在 [ a ,6] 有界. 

(2) 线性性质苦函数 / U ) 和 〆 * r ) 在 U ，6] 可积，^与#为任意实数， 
则 af ( x ) + & U ) 在也可积，并且 

[ af { x ) + = < e ( /( x)dx /? g (^) dx . 

Ju ^ C J U 


• 75 • 




[ a t b] t /( 在 [ ti ， c ] 和 [ c ， 6 ] 都可积，且 

I /(j：)dr = I f { x ) 6 x + I /(: ) dx . 

(4) 单调性若函数 /( x ) 和 g { x ) 在 [ a , 6 ] 可积，且 / U ) < gU )， 

Vj 6 则 

I f (< x)dx K I g ( x ) dx . 

(5) 绝对可积性若函数 / U > 在 [ C2 , 6 ] 可积，则 l / U 〉 l 在 U , fr ] 也可 
积，且 

| f { x ) 6 x < | \ fix ) I di . 

( 6 ) 积分第一中值定理 若函数 fU ) 在 [«, 6 ] 连续， gU ) 在 U , 6 ] 可 
积_且 6 (工>在[ 3 , 6 ]不变号，则3 I € [ a , b] t 使得 J * fix ) g ( j：)dx - 

/ < f )| g ( x ) dz . 

(7) 积分第二中值定理若函数 fU ) 在 [^*6] 可积， gU ) 在 U ,6] 单 
调.则3$ 6 [ a 9 bh 使得 

j f { x ) g { x ) 6 x = ^( a )| /(:)dx + 5 ( 6 ) J ^/( x ) dx . 

特别，若 〆 x ) 单调上升且容 U >>0, W 35 6 [ a t b ] f 使得 

I f ( x ) g ( x)dx = g ( b )^ f ( x ) dx ; 

若 gU ) 单谰下降且 gU )>0, 则3?云 [ a P b ] t 使得 

b f (^) gU)dx = g ( a )^ f ( x ) dx . 

J u Jy 

3. 定积分的计箅 

( l ) 设函数 / u ) 在 u ， 6 ] 可积.令 fu > = fVcodi , m FU ) 在 U , 6 ] 

J a 

连续.若函数 / u ) 在 u 乃]连续，则 fu ) 在 u j ] 可导，且 = fix ), 
V x [ a t b ]. 

由此可见，若函数 /(x) 在 U 乃]连续，则其原函数存在. 

(•2) 撖积分基本公式 若函 S /( X ) 在 U , M 可积， FU ) 是 / U > 在 

U , 6 ] 的一个原函数，即 F f { x ) * f ( x ) 9 则= Fib ) - F ( a ). 

J a 
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特别，由（ 1 >可知，若函数 /( Z 〉 在连续，该公式一定成立. 

这个公式也称为牛顿-莱布尼茨公式. 

.(3) 換元积分法若函数 / U > 在连续，在 [ a , 幻有连令 
•，的导数 且满足 p ( a ) = a * tp ( p ) = b , a ^< p ( t )^ b , ?€[«»?}* J 

有 

J /(x)d^ = J /( 平⑴ )9’(x)dl 

(4) 分部积分法 若函数 《(: r ) 和％^( 1 )在[<*, 6 ]有连续的导數，则有 


4. 达布和设 / U > 在 [ a ,6] 有界， 
对 [ a ,6] 的任意分法 a = xo < - r a < 


M = sup f (. x ) 

< < x ,- i < 


=inf fix ), 
= b t i £ Mi = 


fix ). 


/( 


I — 1，2 ,… .n ). 分别称 S = 2 


» 对这一分法的达布上和与达布下和，简称上和与下和，统 

称为达布和. 

5. 达布和的主耍性质 

(1) 对[>，6]的同一分法， S 与 j 分别是所有黎曼和的上确界与下确羿 ， W 


S = 


S /( )^ i ， 


S / ⑹△:,，， 


并且 01 (6 — ^ S ^ M(b - a ). 

(2) 若在 Ud ] 的一个分法 I 1 的分点外插入新的分点以构成新的分法么'， 


则达布上和不增，达布下和不减. 

(3) 任一个下和总不超过任一个上和，即使它们对应于不同的分法. 

由此可知，全体下和集合有上界，全体上和集 ^ 有下界 . 根据确界定理 , 
全体下和集合有上确界 z, 全体上和集合有 r 确界了，分别称 i 和 7 为 /u ) 在 
[a , 6 ] 的下积分和上积 • 分，井且有 ^ ^ i ^ ^ S 及 UmS = J ， )ims = I. 

i—O j—u 

这一结论通常称为达布定理. 

6. 可积的充要条件 _ 

CD 函数 fix ) 在 u ,6] 可积的第一充耍 条件 ： i = ?• 


(2) 函数 /( x ) 在 [ a ,6] 可积的第二充耍条件： lim(S - s ) = timY ； 





n 

= 0, 或 V€ > 0, 存在某种分法使得互 ] 叫 < f. 其中叫 • = 叫 （/> = 

i«l 

M t - m 卜 它称为 / U ) 在 [ x ,- 卜；]的振幅=1，2,…， 《)• 

* (3) 函数 / U > 在[〜 &] 可枳的第三充要 条件： >0 ， Va >0,存在某 
种分法 A , 使得对应于振幅 w 的小区间 Aa 的总长度< e . 

k 1 

7,可积函数类 以下三类定义在 U ,6] 的函数在 U ， M 必可积： 

(1) 连续函数； 

.(2) 只有有隈个间断点的有界函数； 

(3) 单鬨函数. 

三、常用解題方法与典型例届 


I 例 H 3】 用定义求积分 J " idz ： (0< <* < 6). 

1解】因为/(幻=1在 [/&] 连续， 所以必可积.将 U 3] 等分成《个小 

• 場 

区何，第个小区间为 <2 / -1 )， C ,其 K 度为= 

l n ti - 


b-a 


所以 


1,2, -% n. 在毎一个小区 间取 & = 

= S ( a + 


ft 


i ， 作和 


b - 


b - a 


=(b - a 


6 — <j 


1) 


2 

w + 1) 




b L - 


【例 4.14J 设 /(xh 《 U) 在 [a 』 ] 连续，证明 


/( j )^( x ) dx » 

其中 n = xq < Xi < ■■' < x H = by ^Xi = Xi ^ :卜 i . * Qi € [ a ,- x ， Xf ] 
ii = 1 ， 2, •••,»)• A = max I Axi I - 

【证明 1 因为 / U )^ fU (_ r ) 在 [a J ] 连续，故 / U ) 5 U > 也在 U ，6] 连 
续，从而 f {^) S { x ) 在可积，由定积分的定义 可知： 


f{x)^(x)6x = iim^]/(6>g(()Ar,. 

a 4 "* u _=l 


♦ 78 - 




又 


]^2^/( 彡 _.) 苕 ( 艮 ) 心 ,. 二 lim ^ /(g,Q[g(^) + g{Qi) - 衮 (I)] 厶 :£ 

_ ft 

+ 故 2/( 芒 ,) [茗 (汐•卜 g(5 f )]△:/， 

由 / U > 在 U ,6] 连续知， 3 M >0, 1/ U ) I < M , V * r 6 U ,占].因为尽 U ) 在 
U , M 连续，故 gU ) 在 [ a ，6] —致连续，于是 Ve>CX 3 S >0, 当时，有 

I g(di) - g(?i) i 〈： _ a) U = 1 ， 2 » 3 , …，？ I). 

所以史 I/UJU ⑻ -g ⑻] hi = S l /(^)| \ sW - s (^\ 1心 . I 

• •1 _«o 


< M 


(6 - a) - 


M{b - a) 

故 f ($ 3 ) giOi )^ = = { /( x ) g ( x ) dx . 

I 例4^5】求下列极限： 1 

(1) lim 2 ~^2 * (2> lim 丄 ^fn{n + !)-•* ( 2 n + 1 ). 


【解】⑴化 § 含 = ! 匕 T §^ = l ^ = 


_ xi 

2 


2 . 


(2) 原式 = lim exp in 7^- … _ 1 (2 „)(2 

，— 00 y n n n 


l ) 


=exp lim In 


2 n - 


( 2 n){ 2 n + l)j 

ln( 2 « ) + ln( 2 n + 1 ) 


= exp ( lim ~ ln ( 1 + ~) + iim 

r \ a —« /2 Jtq 、 n / «—« n ， 

=exp 11 ln { 1 _ r)drj = exp ( ln 4 - 1) = 4 e ~ l . 

I 例 4-16】 设 / U ) 在连续， /( x )>0, / U ) 斧 0, 证明 f / U ) 心 


> 0. 

! 钲明】因为/(幻 异0且 / U )>0, 不妨设 3 e € U ,6>， 使得 / U )>0, 
又 / u ) 在 U , a ] 连续，故35 > 0，使得 /( x ) > -^ > 0, V : e 
(c - S, c 十占） d(*i ， 6) ， 于是 

、b rc-9 re *5 1 * & 

f(x)dj ： - /(x)dx + /(x)dx + /(o:)dx 

,a j y J C •次 
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> ^ ,25>0 - 


【例 4.17 】 设尸（ 1> 在卜， 6] 连续， 且 /U) = 0 , 求证 

( d *- a ) 2 


|/(x)cLr 




max \ f {x) \ . 


【证明】方法一因为/(文）在[ 1 2,6]连续，所以|/(：01在[^，6]有最 
大值，设 M = max ^ I fix ) I - M /( o *) 在 [ o , x ] Cx € < a , 6]) 应用拉格朗日中 

值定理得， /(^) = /< x )-/( c 2)-/{ e ){ j - a ), 其中 aC ^ Ci . 从而， 

|/( x )|< M ( x - a ). 
rb I rl> 


所以 


/ U)dj 


< 


=M 


I J{x) I dx < J M(x - a)dx 

1 U • a) 2 I 5 = ^ ~ a)2 « M. 


2 〜 ”1“ 2 
方法二同样设兄==1丨/(2)|.由分部积分法得， 

[ f(x)dx = /(jr)d(j ： - 办 ）= /( j)(j - 6 ) - [ (j - 6 ) / (x)d 

J n J a 4i J ^ 


=(6 - x)/(x)dx. 


故 


/(x)dx j = j j 0> - x)f (jr)d. 




(6 - x)/(x) I dx 


<m|\a - ^)dx = 、 b _ 2 心 2 - M. 


【例 4 ， 18 】设 0 < $ < 1 ，求证 lii 


i ：<- 


t 2 ) u dt 


rl 

(1 - 

【证明】 


6t 


(1 - e 2 ydt 

1>卜，” 


= 0. 


dt 


< 


Jl (1 -内 


dt 

'dt 








(i - « 2 广心 


- t z Ydt 


- ^ 


-m 


(i - t 2 ) n dt 


-$ 


2 


又 


lim 


- S 2 1 


立 

2 


2 
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故 


lim 




dt 


= 0 . 


… 「(I - t l ) n dt 
m 409] 设 /(xh 震 u ) 在 [ a , 6] 连续， 求证 


I /{x)g(x')dx < J f z (x)dx - g 2 (a)Ax, 

而且等号成立当且仅当 g(^) = Xf{x) (或 /(* r 〉= Xg(x)) t 其中 A 为 常数. 
• 【证明】考察积分 - XgU )] 2 dz t 其中 A 为任意实数.因为 

[/ 2 (x)dj: - 2A f(x)g(x)dj ： h- A 2 f g 2 {x)dx > 0, 

J (I Ja 

这是关于 A 的不 等式，且左端为二次三项式， 所 以其判别式. 

(| f(x)g(x)dx J - | / 2 (jr)dx • | g 2 (j)dx < 0, 

I fb 

f(x)g(j： ， )dx 


即 ， 


g 2 ( j)dr . 

因 / U 〕， fU ) 在[<^6〕连续*故 

\\f(x) - kU〉] 2 dr = 0 ㈡ /U) = XgU). 

Ja 

又 

[/(x) - Xg(jc)] 2 dx = 0^ jj* /C^) 5 <^r)dxJ - f 2 {x)dx • J g 2 (j)d 


所以 




=J / 2 (x)dx • J g 1 {j ： )6x^f(x) = Ag(jr). 

I J ^ I Ja 

注该不等式称为施瓦茨不等式.它有很多重耍的应用，它可以看作柯 

西不等式( 2^.) 2 < ^ a 2 t • 在“连续”情形下的表现 彤式. 

【例 4 _ 2 _0】计界下釭定积分*: 

丄 I lur i dx. 


⑴ 


y 1 - sin 2 ; rdx ; 


【解】 （1) 原式 


( 2 ) 


= 2 


oosxdx 
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原式 












:【例‘2«】 证明连续的奇函数的一切原函数皆为偶函數，连续的 偁函数 
的原函数中有且只有一个为奇函数. 

I 证明】设 / U ) 在[-/，/]连续，则， U ) 的一切原函数可写成 FU ) ：= 
\ X f ( t ) dt 十 C . 当 /( - x ) =- / U ) 时，利用换元积分法可得， F (- = 

J 0 

Fix ), 即 /< ； r) 的任一原函数为偶函数.当 /U) = /(-X) 时，同理可得，只 
有当 C = 0 时， F(-x) =- FU), 于是 /U) 仅有一个原函数是奇 函数. 

(r^r 

I 例4-27】 求极裉 lim ' ， 7 , 

一 % 2l dt 
Jo 

im\ 这是兰型的待定型，由洛必达法则 




【例本28】设 /( x ) 在 [0, + cc ) 连续且单调上升，求证函数 
- fV (0^ 在(0, + cc ) 可导 M 单调上升. 

JC Jo 

【证明1因为/( X )在 [0, + 0 C ) 连续，所以 j=/(UdZ 在<0, + O 0: 

F ( r ) 在汍十《)可导 .V J e <0,十《»>，由 / U ) 的单调性知 ： r 

Jo* 

(x -0)/( j ) f 从而/(：0-丄厂/<0心 >0, 所以 

Jt Jo 

nx ) = 士/⑴ - W ⑴山《 丄「/⑺-士 |* Vq > 心 "b 

工 x Jo x u « CJ 0 • 

玫 F { x ) 在 (0, + «) 单调上升， 

【例4_29】设 / U ) 在： r >0时连续，对任意 a , 6 >0,积分值 f 


与 a 无关，求证 / Cx ) = t ( c 为常数）. 






注 （1) 本超的典型错误证法是：对 lim 丄| /( f ) &应用洛必达法则得 

之 — + X J 0 

, ir (|>0 d ^ 

lim 一 f(t)di - lim ->— y - = lim fix) = /. 

j—*™ X J 0 *—♦» J *—•*<» 

(2) 本®与例 1-25 是同一个汲联过程在变 fi 为“ 连续的”和“离散的”情形 

下的不同表现形式. 

C 3) 可类似地 证明： ^ ^ =+»或 a = - co 时，结论仍成立. 

【例4-31】若函数 /“） 在 [ aj ] 可积，其积分是/，今在 6] 内有限个 


点改变 / U ) 的值使它成为另一函数尸 U ), 证明广 U ) 也在 U , 6] 可积，并 




除有 


限个点外处处为零，叩 FU ) 在 U ，6] 除有限个点外处处 连续， 故 F ( or ) 在 


U 9 b ] 可积，且 pFUWx = G . 又可积函数之差仍为可积函数，故= 

fix ') - F ( x ) tEia . b "] 可积，且 j * ( x)dx - f { x)dx - [ F ( x ) d^r = J - 0 

J u J 0 J U 

= I . 

t 例 4-32 J 设有界函数 / U ) 在 [ a , b ] 的不连续点全体为 
I I « = 1，2, *_• 1» 且= a ，证明 /( x ) 在 [ a , 6 ] 可积. 

分析 由 \im x u = a 知， Ve > 0, 3 N 6 N ", N n > N t 窄 x n € 
U ,« + 把 U .6] 分成两 部分： [< Z,d + c ) 中虽然含 fU ) 的无穷多个不连 
续点，但 / U ) 在其有界，且区间 K 度不大于€;在 U + e , 中 / U > 只有有 
限个不连续点，故 / U ) 在 [ a + e ， M 可积.利用函數可积的充要条件可得 
/ U ) 的可积性， 

、[证明 J 方法一（利用可积的第二充要条件）设丨 x ^ La , 
M . 由 lim ^ = a 知 ， Ve >()• 3 N € N ' V n > N ，有： r ，, e + ~). 

, L Z?/l f 

• • 

于是在 h + 2M ，6_| 中 fix ) 只有有限个不连续点，故 / U ) 在 

• 一 

a + 可积，从而存在的分法使乏 >, Aa . < € .而 

& 

■ 兔 

对 h， a + 5^」的任一分法*^，总有厶工:. < 2M * 2 M = € *把&与 f 的 
分点合起来，构成 U , 6] 的一个分法(此时 x - a + ^为分点 | ， 记为厶，有 


+ < 2 c . 由巧积的第二充要条件知 /( x > 在 

I» 1 匕 tf 

[ a ^ b ] 可积. 

方法二 Ve > 0» Vcr>0, 由 limx M = a 知，3 N € N* , V « > JV, 有 

x „ 6 [ a,a + ^[ a + f ，々] 中/(工）只有有限个 （ 最多 N 个）不连续点， 

从而与它们相关的子区间最多只有 2 N 个，在其有_ 不妨设 / Cx ) 在 

a,a + f 」的振作卜+十，6」的分法使对应的 W ) < 

在分法 △' 的基础增加分点<^和 a + +，得到 U 必]的一个分法则在分法厶 





下所有对应振幢％ 的子区间长度之和 f + A = e ，由 

可积的第三充要条件知，/(•0在[ < 1,6]可积. 

im 4-33] 判断下列函数在区间 [0,1] 的可 积性： 

(1) fix ) 在 [0,1] 有界，不连续点为 X = i (« = 1,2,…沁 

n 

⑵ /u；)« 

0, X = 0 

【解】本题两个小题都是例 4-32 的抟例.也可以直接证明，下面仅对 (2) 
铪出证明. 

(2) 函数 / U ) 在[0, 1】有界，其不连续点是0，1, +,•_•， 七 ，…，并且 
/ U ) 在[0，1]的任何部分区间的振 Ve >0, 由于 /<•!：> 在只 
有有限个间断点，故可积.因此3 ^ > 0,使对 ,1] 的任何分法，只要 
max | Ajt £ | < 7 ，就有 f . 显然，若[«， C 1，则对于 

I 

的任何分法，只要 maxi \ < t }, 也有令占= 

t 

ij j r 现设 0 = < a < … < < ^ o+ i < ••_ < = 1 是 [0,1] 的 

n 

满足 m^x ! Ax ; I < d 的任一分法•设 : r ,。< f < x i (|+ i f 因此，有 < 

f . 显然 

2 似如 . . < 2* ¥ = ¥• 

1 I 

故 2 = 2 ^ i + S 叫如 < 穿 + ^ + f 

由此可知，民厶 I ,. = 0 .故 fix ) 在 [0，1] 区间 可积. 

【例 ‘34^ 若函数 / U ) 在 [ A , B ] 可积， 证明： 

limf I f(x + A) - /(x) I djc = 0, 
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其中 A < d < 6 B (这一性质称为积分的连续性）. 

【证明 J 因 /(x) 在 (A,B] 可积，故 V € >0， V n > N ， 使 

得对 [A，B] 的 《 筹分法 A: jr，= A 十丄 （S — A>，i =0，1»2，•_•，《, 满足： 

n 

2 < Y 1 其中叫是 /< x ) 在第 f 小区间 的振輻.取 S « 

mlnja 则当0<4<次时， 

f I fix + h) - f{x) I dx < 2 f * I f 、 工 + *) - f{x) I dx 

Ja i-i Jz «-i 

< 2 f . [ I /( x + A - /(:_，〉I + 1/( Xi) - fix) I ]dx 
f-i Jx ,-i 

+ < Wj)dx = 2 ^(*1 + ^«)6 xi < e . 

由此可得，当 A—0 + 时结论成立.同理可 ffi 0 _ 时结论也成立. 

§3定积分的应用 


一、 ®本*求 

1. 掌握微元法，会用定积分表达和计箅一些物理 fi (液体压力、功、平均 

值). 

2. 掌握用定积分表达和计算平面图形的面积、旋转体的体积、已知截面 
面积的立体体积、曲线的孤长. 

二、 主赛概念和结论 

1. 平面图形的面积（见图4-1> 

(1) 设图形由 jr-a. x«6(a<6), ：y = /(x) 以及 x 轴所围成，其面积为 
A z = 「 l/U> | dx (当 /U) >0B ^， 为 A! = fV(x)d-r). 

J a J a 

(2) 设图形由 x = a t j : ^ 6 U < b ), y ^ /U) 以及 j = 所围成， 
其面积为 

A 4 = | I f { x ) - 茗 （x) 1 dx (当 fix ') > 豸 <x> 时，为 A 3 = J* [/(x) - 
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2 . 光滑曲线的弧长 

对于有向曲线孤，弧 K 元素（弧傲 分 ）： cb = AcU ) 2 + ( d >0 2 , 由此可知 
在直 ® 坐标系 ： ch = /l + [y Or)] 2 dx = -/1 + {x f 
参數方程 ： di = / [ j 7 ( f ) ] + [>*' (f )] 2 <1«; 

极坐杼系 ： ch = >/[ r ( 6)] 1 +• [，（(9)] 2 d 么 

(1) 若乎面曲线由 ：y = / U ), a < 6 给出，则其孤长 

^ = f yTTf777)T 2 dx. 

Ja 

(2) 苔平面曲线由极坐标方程 r = r ( d ) 9 给出，则其孤长 

s = •/[ r ( S)] z + [ r / ( 6 )] 2 dd . 


(3) S 平面曲线由参数方程 x = x{t), y = >(/), f 给出，则 3 








IS 长 


5 = /[ xU )) l ^[ y { t )] 2 dt . 

_ 0 

(4) 若空间曲线由参数方程 : r = x (^), y = y (0, ^ = z ( t ) 9 
‘出：则其孤长 

多：厂 y[*r'U >] 2 +[/ ⑴] 2 + IV ⑴ ] 2 dl. 

3. 己知截面面积的立体体积 

. ( I )立体位于平面 x = a 和 M 之间，对每个 a G •过 
x 点且垂直于工轴的平面与立体的截面面积为 AOO , 则立体体积 

V = f * A ( x ) dx . 

• a 

(2) 由连续曲线 : y = /( x )^0, U , 6] 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积 

V = ttJ / 2 (- x ) dx . 

4. 由连续曲线 ; y = /(^)>0, U , 6] 绕 r 轴旋转所得旋转体的侧面 
积 

S = 2 «f fix ) V 1 ^ [f < x )] 2 dx . 

Ja 

=、常用解题方法与典型例 B 

【例4-35】求双纽线 r 2 » 所围图形的面积. 

【解】 由对称性知， A = 4 • 

4 a 2 cas2 = fl 2 . 

【例4-3«】求下列曲线的孤长 •• 

C1) > = e J , 

(2) 星射线 a : = acos ? t , y = asin 3 f (0 < t ^ 2 k ); 

(3) 心脏线 r = a (1 + cos ^)» 0 ^ ^ ^ 2 jc , a > 0. 

【解】⑴ s = 广 7l + y 2 dx = \ 2 /TVT^dx 
J \ Ji 





=I sin2; I d2t — I sin^ I 
= 3 aJ = 6 a . 

(3) / = J* -JV 2 (6) + r ， 2 (6)dd = j* y [a( 1 + cos^) ] 2 + (— asin^) 2 d5 

= -/2aJ^ 71 + cos6d$ = 2a 二 j cos ^ dS = SaJ^cos^d ^ - 8a . 

【例407】 E 知球半径为 i ?, 试求高为 A 的球冠的体积 U < iO . 

• 【解】设球的方捏为^ + y 2 + 2 T 2 ^ R 2 t 用平面 Z = Z ( h < z < R ) 去 
截球所得裁面面积为 / U *) = jr ( i ? 2 - t 2 ) 

V ^ £ R AU)dr = jVf ? 1 - z 2 )dz = *(^ - R 2 A + y). 

an 4-3»] 求下列各曲线所®成的图形 面积： 

(1) y 2 - = 4(x + 1)，/ = 4(1 - j); 

(2) y ^ x t y = x + an 2 j (0 ^ x < ff); 

⑶夕 = 工 2 ， y = •! + 5. 

【解 】⑴ S - f _』(1 - 芋 _ 1) ]办 = JH ) d ) 

= (^-^) I ^ T - 

(2> S = |；[<x + «n 2 x) - 工 ] 心 =rsin^dar = f. 


(3> S = 


■ ^* JT \ 

= 


- z 2 >cLr « (士. 


5 x - 


)1? 


= ^ + 5/2 l -2/ Tl ，4 S 

t 例 4-39】 求下列旋转体的体积 5 












求抛物线:的曲率和曲串半径. 


-丄- ( v 2 + t > 2 >2 
9 又= fi 2 • 


^2jl. 





求平面曲线 y = sinx , 0<^<«绕 ar 袖旋转所成曲面的面积. 








dx 


1 拿 d (士) 


… (令 


tam 


=- lnl sccf + raru I + C = - In | „ + J~^~Z 
=ln 


C 


+ -Jl - x 
方法二令 • r = sirU » 得 


C . 


_ f «»« 

} sint cos . 

- Jcscidf = In | csct - co:t 

方法三 

令 ^ ^ ■.得 

r -一丄 C 

i , i r i 

i 2 j 

, 」 J t 2 _ t 


+ C = In 




dt = In 


VI - 


方法四 令^ = Vl - x 2 . 


xdx 


方法五令： = 

【例445】（浙江大学 2001 年〉 求 f -H 

J x 5 - 3 jt + 2* 

I 解 J x 3 - 3 x + 2 = x 3 - I - 3 j : + 3 = (x - 1) 2 (: + 2)， 令 
_1_ A , B . C 


可解得 

于是 


x J — 3 x + 2 *r 十 2 x - 1 ( x - 1 ) 2> 

A = -音， S = +, C = +• 




2 .(i !.{ dx 

J 

jin I x + 2 I + +ln I 


il 


d*r 


3 J (* r - l ) 2 

1 I - ' 


3 U -1> … 

' 【例 ‘46 】 （浙江大学2002年）求不定积分 J * / YTT 2 dx . 
【解】 设 J = J Jl + x 2 dx. 令之= tan /， U I <号•，则 


v 1 + x 2 = sect P dx = dtane . 
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&ecr dtanf = sec frani - 


tanfd^ect = 




— Jsec. 


故 


— l)di = 

丄 
2 


— Jsec 

Jsec 


tdt 


tdt . 


'^■Jsecfdr = -^secftani 


yj*«cf 


tan ^ 




=—secitant 


丄 

2 

丄 


i* dttani 

J sect 


In ian/ 


+ C 


= 十 : r */l + j： 2 + 专 ln (j + /l + x 2 ) -h C- 

【例 4.47】 （上海交大 2000 年；北师大 2004 年）设 / •在 [ a j ] 连续 
且单调增加.证明： 


| x/(x)d^ > ° 2^1 /( 工)心 . 

并证明 式中， 等 号仅当/为常值 函数时 成立. 

. 【证 明】 方法一由于/<幻单调上升，利用积分第二中值定理，则 3 ie 
[a t b], 使得 

£U _ 宁 ) /U ) 心 =f(a)f a [ J ： -^}ax* 

*/(a)| ( X - ° ^ b )dx + [fib) - /(a )] - 



dr 


= [ Jib ) - f ( a )} -， ■ 。) >0. 

方法二 J j /(« z〕dr - C 2 ^ j f ( x)dx 

=£ 2 /{ J ： )(x- 2 -^)d J ： +[^/(^)(x - ^~ k }d x . 

在前一个积分中，令 y = 在后一个积分中，令> = 6-1则有 

J xf(s')dx - ° 2 ^j 
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0 . 


=J J ( 6 *2 "* - y ) C /(^ - y ) - /(« + y )] d ^ ^ 

因比 J xf ( s)dx ^ s I /( x ) dx . 

方法三 作辅助函数（把 6 改为变 SO : 

F (0 » [ V ( x ) dx - L ^£/( x 〉 dx . 

则易知广 U > >0, f € [ d ，6], 故 F ( t ) 在 [<2,6] 单调上升，从而 FC 6) > 
F ( a ) *= 0. 

若等号成立，则应有 / U >)-/( a ) = 0,而/在[ 0 , 6] 单调增加，所以当/ 
为常值函数时才能成立. 

m 4_48】（东南大学 2003年〉求积分 


/4 - 


dx . 


. t 解】因为 y = 


在 [-2, 2] 为奇函数，故 


dj* = 0 . 


于是 


原式= j •/ 4 — x 1 dx = 2 j * x 1 J A - x 1 dj ： » 


令 x = 2^ n ^» 0 ^ ^ ^ ~2* * djc = 2 cos 沒 d 沒•则 

原式 s ； 2f 2 4sirv 2 ^cos 2 ^d9 »= 8[ 2 sin 2 2= 4[ 2 (1 - cos45)d5 * 2«. 

Jd Jo Jo 

【例 ‘49】 （电子钭技大学 2003 年） 设 / Cx ) = l ^^ mCeOde , 证明 

e 叫 /U)|<2_ 

【证明】 fix ) *= j * siW)df = I - e ' r dcos ( e r ) 

I x-*l fT*i 

= — e '* l cos ( e < ) I + J ^ e '* , cos ( e , )df 

」 + cos(e € )J (- 


cos( 


丄 


— [COS< 


-丄 C 05( 
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古[士 cos(e” - cosCe 1 )], (jt<^<x + 1) 

故 e x I f { x ) I = |cos(e x ) - 士 cos(e* +1 ) - cos(eO( 1 - 士 j 

' 。 + + + ( 1 _+) = 2 - 

[04 4-50] (华中师大 1998 年）设 /U) 在 [0,1] 可微，而且对 Vj€ 
(0,1), 有丨 /( x ) l < Af , 求证: 对任何 IE 整数《，有 

其中 M 是一个与 z 无关的常数. 

【证明】 由定积分的性质及积分中值定理，有 






M 


l/ (x)dx = ⑺心= 2/( e ; )( 亡-^) = 士±/(?,). 

其中 t = i ， 2 ，..*.”. 又因为 /( x ) 在 [ o ， i ] 可微，所以由拉格 

U 71 71 J 

朗曰中值定理可知，存在(表，士 )• 使得 

/( 十 ) ~/Cf,) =/(^>( » *. = 12, … ,n. 

因此 

【例4.51】设都在 U , fr ] 可积， 证明： 

M<jt) = max</0)， g(x)), ni(j) - min(/(x)， 容 (j)) 

在 [ a ， 6】可积. 


l 证明 1 由于 MU ) = y [/(^) + g ( x ) + |/( x ) -君 U > I ]， 

m(j) = y[/(jr) + 尽 U) - 1/(^) - g(x) t j- 

^ /( x ),^( x ) 都在 [ c ，6] 可积 ，故 fix ) ± g { x ) 在 [ d ，6] 可积，也有 
l /( x ) -在 < x > l 在 [ a , M 可积.由定积分的性质，知 MU ), w (* z ) 都在 [ a , 
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(2) 同理可证 ln /( x ) 在 U ,6] 可积. 

【例443】设 / U ) 在 U 4] 可积，求证对任给 € >0,存在逐段为常数的 
数使 

| I fix) - 9( x ) I d»r < e. 

【证明】由于 / U ) 在 U , 6] 可积，则 Ve >0, 3^ >0,对 [«•&] 的任 
满足 A ( A ) < $的分法，有土>.紅< «. 其中 


<vi — Mi - 


sup 


fix) - inf fix). 


^ ^ •• 

2 fnA^i < 2/( 尽 ，.〉^^< 6 [i.-i，：,.]♦ 













K^B ■ HA v^H A V^H 1 1 


^■fsiggg^K?M—Ffl—WiP»g«-^^ SgL*i J»U ■- 


lim^w/l x 0 - —, x 0 + ~| » 求证 /{•*:> 在 x。 连续的充要条件为 
【证明】必要性 •设 /U) 在&连续，则 Ve>0, 3N€h 

V: e ( Zfl - 士， JT 0 + 士)，有 /O 0 ) - € < fix ) < fixo ) + e . 

< 2 e . 由 e 的任意性知， w /( j ： o ) = 0. 

充分性. 若， (x 0 ) = 0, 則 

lim sup! I /(•!’)- fix 0 ) \x ,^ € ( *r 0 - —» jc 0 + —) 

a Vc >e. 3iV€ N ♦，当 Vn > jV 有 sup I/(«x rf ； 

，，•》-«( * 0 -亡. 》 0 ♦士） 

t 成立，从而，取占 = TT ^ T ， 当工 e Uo - 占，戈 o h 
I fU ) - fUc ) I < « .即 /(x ) 在 x 0 连续. 

【例 4 .56】设 /( X ) 在 [ a , 6] 有连续的导函數，求证 


p^M ■雇 ■CT 邐 BgJ 


对上述芒 


由积分中值定理得, 






im 4-57] 设 / u ) 在 [(2 可积，求证存在连续函数序列％ < z ), 

2 〆 •、使 

lim f f ,,(_ r)dr =〔 f (, x ) dx . 

°°J a J a 

【 iff 明】将 [a » 等分，设分点为 <3 = a < < … < j w _! < x u - b . 
在 xj 上，令 p n ( x > 为过点 [ JTi - i ，] 及 [■ r i ,/(* z _)] 的直线，即当 
•r € x,] 5t » 4* 

9^( x ) = ) + X [/( j , ) - 

则 p , U 〉 是 [ g ,6] 的连续函数.令 m ,., Af ,. 及叫分别表示函数 /( z ) 在 [ XH , 
之:]的 T 确界、上研 i 界及振 W - 则当 *r G [ Xi - 卜 JT ,] 时， M ,<9 w (工 X 紙， 
f ( x )^ Mi ， 从而 I -/( a ) I 于是 

J J p„( j)dj ： - j /(:)d: |< J* I <p N (a) - /(:) |dr 
= 2 f * I ■ /( x ) I dx <： 

*■1 J *,-J i-l 

, 

由 / X ： r ) 在 [a ， 6] 可积知， 2 叫厶工 i **•* 0 ( n -*■<»). 从而 

lim | f »„( jc>dr = | /( x ) cb :. 

I 例 4-58】 设 / U 〉 在 U , A ] 黎曼可积，求证： 

(1) 存在区间序列丨 [ q , 使 [ a „* i , 6 n + i ] CtanjjJCihj ), 且 

< o f {[ a nJ b u ]) < 七; 

(2) 存在 c € ma ftt bj t 使得/(幻在^点 连续； 

(3) / U ) 在 [ Lj ] 有无穷多个连续点. 

I 证明】（1> 首先证明 Ve >0, 3 [ a ^] CZ ( a t 6 ) t 使得 W / ( U ， p ]) < « . 
用反 证法. 假设 不然， 即 3 eo >0， V [< r » p ] C ( a ，6〉. 有《^([口，/9)) 為 e 。. 由 
于 /< x ) 在 [ a » 6] 可积，则对 [ a , 6] 的任何分法 a = xo < *Ti <…< x w _i < 

9 

x n ~ b , V e > 0, 彐次 > 0，当 A (厶 ） =max | Ax , | < 5 B 寸，有 S 叫 < e • 

• M 

与 5 s €o • 2^ x * - <6 - ) eo 矛盾 • 

iml im \ 

特别地 • 取€, = 1, 则 ataj^J C ( a . b ), 且 使得 
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(3) Vi € ia . b ), V 次 > 0, 由 /<工> 在 U ， 6] 可积， /U) 在 U - 占， t + 
$] f| [ a , 6] 可积.由 （1) 和 （2) 可得， 3 j: f 6 ^ ^ ] fl [a, 6] C [a,b] f 
使 /( r ) 在: r , 处连续.于是， / U ) 在[«乃]有无穷多个连 续点. 
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第五章多元函数微分学 


§1 多元函数的极限与连续性 


一、 基本*求 

1. 理解平面点集的有关概念和多元函数的概念. 

2. 理解二元函数极爾的概念，掌握全面极限 与累次 极限的关系. 

3. 理解二元函数的连续性，理解有界闭区域上连续函数的性质(有界性定 
理、最值定理、一致连续性定理、介值定埋）. 



1. 邻域设点 P 0 ( x fl ， 外） € R 2 , 衣>0,称 jPU , y )€ R 2 ir { P , P Q )<$\ 

为点 J > 0 的占邻域，记为 CHP 。， 5);称|尸(工， >) eR 2 10< r ( P . P 0 〉< d | 为点 
P 0 的衣去心邻域，记为 O m ( P 0 * 其中 r ( P # P 0 ) » 

J(x - xo + ( T - yo ) 2 为氣 P (^$ >0 与 : y ») 之间的距离. 

2. 利用邻域可给出平面上任一点与点集 E 的关系. 

(1) 若3次>0使得 0( fV 占） CE , 則称&为 E 的内点. 

(2) 若3次>0使得 O ( P 0 , 则称 P 0 为 E 的 外点. 

O ) 若都有 0( 戶0,占）门£_0且 CnPo , ^)\ E ^0, 则称 P 0 为 
£的边界点. 

(4) 若 V ( J >0 都有 CT(/V 6) f ] E ^0, 则称 P 0 为 E 的聚点. 

点尸 Q 只能是 £ 的内点、外点和边界点三者之一. E 的内点必馬于 E, E 
的外点必不属于 E , E 的边界点和聚点可能属于也可能不属于 £：. £的内点一 
定是 E 的聚点，£的外点一定不是£的聚点，£的边界点可能是也可能不是 E 
的聚点. 

3. 几种重要的平面点集设£是平面点集. 

(1) 若 E 中所有的点都是£的内点，则称 E 为开集. 




(2) 苦 £ 中所有的聚点(若有的话 > 都属于 則秫 E 为闭集. 

(3) »£中的任何两点都能用完全包含在五中的由有限条直线段组成的 
折线连结 起来， 则称 E 为连通集. 

(4) 连通的开集，称为幵区域，简称区域. 

(5) 区域连同它的边界点所组成的集合称为闭区域. 

(6) 若 3 M >0, PoCR 2 , 使得 M ), 則称 E 为有界集. 

4•设 y ,)| 是平面上的点列，是平面上的一点.若 
V «>0, 3 N€N' Vn > N ，有 

r(P u * Pq) = V (x B - x 0 ) 2 + i.y n - y^) 2 <t r 
则称点列 IPJ 收敛于 P D , 记为或②）. 

由点列极限的定义不难看出，下面的三个式子是等 价的： 

(1) UmP^Pp. 

(2) limr ( P ,, P 0 ) = 0. 

(3) lirnx B - xo, — y^. 

5. i 二元函数 /* CP ) 在 yo ) 的某个去心邻域有定义， A 是一个确 
定的实数.若 Ve > 0，3占 > 0，使当0 < r < P , P 0 > < 古时，有 
l / U ， y )- A \< t t 则称 A 是二元函数 /( P ) 当 P — 戶 0 时的极限.记为 

Um / tx , y ) = A ，或，1每 f ( P ) = A . 

”，o 

上述极限通常称为二重极限.若 lim lim /( x , y 〉 存在或 Um lim /( x , y ) 

存在，则称它们为二次极限或累次极限 . 

6. 设函数/在点的某个邻域有定义.则称 /( P > 

在点连续. 

关于二元函数极限的性质和运笄法則，二元连续函数的运算法则，以及有 
界闭区域上连续函数的性质与一元函数的情況相似. 

三、常用解题方法与典型锊篇 

【例5.1】设 | P ,,= U „, y ,,)1 是平面点列， P 0 =( x 0 , 外）是平面上的点. 
证明 liinF M = Pq 的充要条件是 • Umx „ = x < j , 且 lim % = )(>. 

【证明】必要性 • 设 limP u = P 0 , 则 Ve >0, 3 N* r Vn > N ，有 

a 

77 x 7 - x 0 ) 2 + (. y H - yo ) 2 < e , 9 P ( ar w - x 0 ) 2 + C - y < j ) 2 < e 2 , 从而 
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[9)5-2] 设平面点列 iPJ 收敛，证明 | P B I 有界. 

【证明】 不妨设收敛于 P 0 , 则对于 eo=l, 3N€N' Vn>N, * 
rCP ” Po)<«o = !• 记 P 0 ), I - 1, 2, ••% N . 令 M ^ maxU , n , 

r 2 •… ， r N l, 则 V/», 钸有 r(P„, P 0 )^M, 所以 1P««I 有界. 

【例 S -3 l 判别下列乎面点集 W 些是开集、闭集、有界集或区域，井分别指 
出它们的聚点： 

( 1 ) y)h<jr 2 l; 

( 2 ) £> IU. >)1^0h 

(3) E ~ 1( 工， >)10^>^2, 2 y ^ x ^2 y ^2\; 

.(4) £*二 |(工， + 或 y »0, 0< x 在 U . 

【解 1 <1) E 为开集和区域， E 的聚点全体为 iU , 

(2> £为幵集， E 的聚点全体为 R 2 . 

(3) E 为闭集和有界集， E 的聚点全体为 

1 (x, y)\0^y^2 t 2yK.x^2y + 2\ . 

(4) E 为闭集和有界集， E 的聚点全体为 

I ( x , : y ) I j 2 十 y 2s = 1 或 y = 0, . 

【洌 5-4】 设 F 是闭集， G 是开集， 证明： 是闭集，是开集. 

【证明】设 R 2 为全集， 记尸和 7分别是 F 和 G 的余集，尸和 CT 分别是 
F 和 G 的所有聚点组成的集合 (该集 合又称为导集），则 F ' CTF ， G ' HG 弇0, 
下面先 证尸为 开集，0是 闭集： 

(1) 设 j ^ eFs 則 3 s > o . 使得 o ( p 0 > 衣) ep . 这是因为：假设 ve > o , 

都有 o ( p 0 , mp 0 eF ^ cF , 这和 相矛盾 》 所以 o < fv 古） 

CP . 所以 尸为幵集. 

(2) 设 P Q €( G f )\ 则 V 占>0， O ( P 0 , 次） HG c #0, 所以 PoSG , 所以 
Pc ^ gs 即匸^是闭集. 

下面证明本® 结沦： 

由于 F \ G = Ffl GS G \ 所以只需证明 Fn 为闭集， 

GDF 为开集印可. 




(3) 记 E - FplCr ，则 £匚尸且£匚0% fe E ' CFatCfGO '. 而 F 和 
<? f 为闭集，所以 rep 且 （ arcG % 即£ =广门（7广，所以 Fr \ G e 为闭 
集. 

<4) 设 MGGH ^ P ■，則 M € G 且 AfSP ，而 G 和尸为幵集，故3~>0, 
使得 CKM , < J ,) CG , 3夕 2 >0,使得 CKM ，^) CP r . 记 $ = 心1,则 

0( M , 打 CGHP ，即 GHr 为开集， 

[01 $-5] 设匕是 R 2 中两个不相交闭集.证明存在 R 2 上的连续函 
数 /( X >, 使 

/ < X )»0, xeF u /( X )« l f X € F 2 . 

(证明 1 VX 6 R 2 , 令 VX )= i〆 r ( X . y ) = r ( X . F 4 ), 

Y€F i 

A ( X ) = i inf r ( X , Y )= r ( X , F 2 ). 由于 FiCR 2 是闭集，故其 （ X ) 在 R 2 连续， 

且3 Yx € F “ 使 gU ) = r ( X , y A ). 因此沒（ X )满足； ^( X ) = 0, x $ 
F „ «( X )>0. 同理可证 A ( X ) 在 H 2 连续且满足 XeF 2 . A ( X ) = 0* XftF 2 , 

A ( X )>0. 令 f (x) ^ gix^Hxy 則 /< x ) 在 R 3 连续且满足 X € F |， 
/< X ) = 0, x € F 2 , /( X )» i . 

【供 5*6】 设 E 是平面点集.证明 P fl lE 的聚点的充要条件是 £ 中存在 
点列 liM ， 满足 P , 爹 Po (» i « l , 2, …） 且 

鴻 _06 

位明】必要性 • 设 i > 0 为£的聚点，则 V 夕>0,有 O # ( P 0 , 占）门 E 尝 

0. 令占，七， 则 o *( p 0 , sjde ^ o , 任取一点 p B ecr < p 0 , ode •其 
中《»1，2, 3, ••*. 可以得到一点列 | PJ , lim P fl « P 0 . 

充分性.设 limP ” = Po , 则 V 邊 >0, 3 N € N ^, V «> N , 有 P«G 
0 # ( P ^ 即 （ T(iV d ) C \ E ^0 r 所以 P 0 是 E 的聚点. 
i 例17】用平面上的有限 a 盖定理证明致密性原理. 

【证 明】用反证法.假设有畀点列 ip n i 没有收敛的子列，则存在有界闭集 
£• 使得 IPJCE , 但是 VPSE , 3 ^ >0,使得0(汽 办〉 中只有 tfU 中有限 
个点 .记卜 w ( p , 知则是£的一个 a 盖.由有琅覆蛊定理，存 
在 t 中有限个开集《盖了 E ， 设这有限个开 集为： 

Gi 85 OiP'if $ 1 )， Ci — 0{ P'2j D ， ••• ， Gk = 0(P f K* $k)* 

則 & G ,. 必包含了 | P B | 中所有的点.与每一个 G ,. 中只包含了 |尸„|中的有限个 
点矛盾.所以有界点列必有收敛的子列. 
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j 即 ifU 有界，由致密性定理可知 ifu 有收敛的子列不妨设 
t —«)， m V € >0, 3 K €^ 9 当 ♦ >K 时，有 r { P Bit P 0 )<€, 取 N 2 = ma * 

1 \N Xt KL 则当 m > N 2 时，因为 » iv 2 + i > N 2 ^ N l , 且 N 2 + 1 > K , 所以 
r ( P M , P 0 )< r ( P fK . i > 0 ) <2 e ，所以 1 是收 敛的. 

[^5-9] 设£ 是平面点集，如果集合£的任 一 B 盖都有有限子 S 盖，则 
称 E 是紧集.证明紧集是有界闭集. 

• 【证明】设£：是紧集•令 f = IO ( P , 则 f 是的一个覆盖. 

从而存在 f 中的有限个幵集覆盖了 E , 不妨设这有限个开集为4 = 0(巧， 1), 

: Pi € E t V = i , 2» 3, K , 则 ECZUGf . 由于毎一个 G ; 有界，所以£：也是 
； 有界的.设 P 0 S £，下面 ll 尸 0 不是 E 的聚点.设5：= 
I {o(p, yr(P 0 , P)) Pei ：}， 则 f ffi 盖了 E. 从而存在 f 中 的有限 个开集 


覆盖了 £：,不妨设这有限个开集为： G=0( P. t ^rriU, P.) , P.€£, 其中 



















讨论下列函数在 ( o , o > 点的全面极限和两个累次®限 




(2 ) lim lim / ( x , y } 和 

z^O y-H) 


是有界®数，所以】 


mBBsgmBSB^m 


2-2=7772. 即沿着不荷斜串的直线 

JT i 十及 

y ) 不存在. 









>) 局部保号性定理若 

I 

SO - ( Pn . 5) 有 f ( P )> 



证明如下 


,使得 



- A | 


y , 即 /( P )> A-f = f • 类似可 ffiACO 的情况 • 


【例5-14】叙述并证明存在的柯西收敛原理. 


”，0 


【证 明】 柯西收敛原理 p lijp /( P ) 存在玲 h ；>0, 3占:>0, VP ' 广€ 
0 , •有丨证明如下： 

必要性.设 lim f ( P ) = A , 则 V «>0， 3占 >0,当 P ^ O . ( P 0 , $ 


f |/(广）-/(? 0 )|<十和丨/(广卜/(户 0 )|<于成立，故 

l/(P > }-/(P^)l<[/(P / )-/(Po)| + l/(r)-/(P 0 ) I <€. 

充分性.在 / 的定义域内任取一收敛于 P a 的点列 1 P „1, 且« = 
…，则 Vn > N , 有 P „€ CT(iV 占 ）， 所以， Vn t m>N 
'( PJ - AP ^ lKs . 由点列的柯西收敛原理知，存在.再 d 
的任意性 可知， lim /( Pj 存在， 


【洌 5-15] 讨论下列函数的连续 范围: 

( sinC 

0. V 


y 


y^O 


C 2) fU , v )= 


sin { 


y 


2 判 


y 


0. 


y 


2 = 0 


：3) fix , y )= 


y 


! #0 


( p >0). 


工 2 + … 

0» 4- J 2 = 0 

【解】 （1) 当 Jo 美 0 时 》• lim /( j , >) = j ： o 5 6 /( jto ,0)» lim f { x 9 y ) = 0 = 

广 & .V—o 

0)， 故 /(A >) 的连续范围为 tu , : y ) lx 赛 CM U 1(0, 0)1. 

：2) lini /( x , ^)=0-/(0, 0), 故 JU , y ) 的连续范围为其定义域 R 2 , 




>0，当 （《 r ， ，。）冬 G , 且 I j — 工《 I < 矿时，有 I /( j » yq ) -/(工。， > o ) I < * 2 "• 
又 / U , 在 G 内对 y 满足李普希兹条件，则 VU , : y )6 G 和 （ r , y 0 )^ G t 

当 1 厂 : ^ I < 点时 ，有 I /(:• yo)\^L \ y~ yt}\< Y' 取汐 = 

min {5\ 吉 j , 则 VU ， y ) eO t 当 U - x 0 |<l 且 1 > - w 1 < 占时，有 

I /(^*>) - y 0 ) I /(u) -/0,3 0 > I + 丨 I < e a 

即 fix , W 在 G 内连续. 

【例 5-17] 证明有畀闭集上二元连续函致的最值定理和一致连缤性定理. 
【证明 J ( 1 ) 最值定理：若二元函數 /( o ：， W 在有 界闭集 E 连续，则 
/ U ， W 在£能取到最大值和最小值.证明 如下： 

因为 /( z ， ： y ) 在 E 连续，所以 fix , 在 E 有畀，由确界存在定理, 
/ U ，： y ) 在 E 有上确界和下确界，分別记为 g 和 a . 下 面证明 / U , > 0 在£:可 
以达到上确界 0 和下确界 

由上确界的定义，对于 = 3^(工《， y H )€ E , 使得於 -««</(?„) 

</3,其中2, •••. 由此得到点列 tfU , 使得 1^/(') = 炙由 E 有界， 
知 | P „1 有界，由致密性定理， | P ， e l 有收敛的子列，¥妨设丨 P ,, 丨收敛，设匕― 
Po («-<»), 则户；^£.再考虑到/( X ，： y )在£连续 ，故 / U , : y > 在 P G 点也 
连续，所以 lim /( P > = /( P 0 ). 从而 Km /( P „) = /( P C ). 由极限的惟一性知， 

F — » 

”/( Po ). 

同理可证 / U ， y ) 在 E 可以达到下确界. 

( 2 ) —致连续性定理：若二元函数 f ( x . j ) 在有界闭集 E 连续，则 
fix . : y ) 在 E —致连续.证明如下： 

用反证法.假设 fix , >) 在 E 非一致连续，则3« 0 >0， V .? >0, 
彐 P '( 〆，y )€ £, y M ) € E , I j *' - I < 17 , i y A ^ y " \ < 7 . 

，.m • 





特别，则得 p\uv y \y 

/„)€ E* I x\ - 龙 、 I < 7， \yn-y M N \<rj t \ /(P、）- /(P* 

« = 1, 2, … ，由此可以得到有界闭集 £ 中的两个点列 




’性定理，有界点列 IPU 存在收敛的子列，不妨设1尸、1收》 






»/<Po) f 从而 lim/(P\) = 八 Po> 和 lim/CP ^〉 

■ - •» 鞾— 《 

£— 致连续. 


irlil MRIHvfifliH 


fMiigMM^^BSiS 




^HnHHi^HERn^^^S^^lHii^^llH^H^H 


!■ I ^■ll 關 |_ ■ ■ ■■ I 丨 ■!■ > t liM ■ M J'M > H 




& 0|| 


成立.从而 




续. 从而对上述 e , 3 ^ 0 > 0, VP „ P 2 € G , S r ( Pi . P 2 >< 心时，有 
1/( / ^-/( h ) l <« •取 ^» minll , 心 I , 则 Vh € R 2 和 Pi € R 2 , 当 r ( P l9 
P 2 )<5 时，有 |/( P 1 )_/( P 2 〉|< e , 即 / U , W 在 R 2 —致连续. 

【«5*19】证明若/(^ >0分别对每一变 fl * r 和: y 是连续的，并且对其中 
的一个是单调的，则/(^ y ) 是二元连续函数. 

【证明 j 不妨设 / U , y ) 关于 x 单调.任取（以， yoJ ^ G , 其中 G 为 
fU , : y > 的定义域.由 / U , y ) 关于 z 连续知 ， Ve >0, 3 6 > 0,当 












连续，所以对上述的 


\fU 0 -9 i ,y)-/{x a -S li y 0 >! <f ， 1 /U。 + -/Uo+byo ) 丨 <f. 

取汐 =mini 心 I , 则当 U ••rold I > - >o I < ^ S=t, 利用 /U ， y ) 关于 

a •的单调性，有 

I fix , y )~ /( xo , yo ) I 

^max { I /<^o + » y) ~ /(>o) I» S /( - «y> _ /(A ， >o) I J 

<| y)-/Uo-^i» yti) \ + l/Uo + ^i» : y)-/Uo + 衣 i ， yo) 1 <e 

由 •(: r D _ : y 0 > 的任意性知， /U, : y) 是连续函数 . 

【例5.20】证明若£：是有羿闭域， / U , : y ) 是 E 上的连续函数，则 /(£) 
是闭区间. 

[证明】因为 /(A : y ) 在 E 连续，所以 /( x , : y ) 在五 能达到最小值和最 
大伹，分别设为 和卢 = /( 〆 ）.其中户， 〆 €£.若 cr = j 9, 贝 4/( E ) 
为一 常数. 若 …， W a < p . 由介值定理， Vc € U , 沒〉，3尸 0 €£，使得 
/(•? 0 > = c , 即 fix , >0在£可以达到 [< r , /3]之间的任意值，所以 /(£) 为闭区 
间. 


§2偏导数与全擞分 


一、基本*求 

1. 理解二元函数偏导致和全徽分的概念，聿握二元函数连续、可微、偏导 
数存在、偏导数连续之间的关系. 

2. 掌«多元复合函数偏导数、 眵函 数的傭导数的求法. 

3. 理解方洵导數和锑度的概念，并掌握其计苒方法 • 


二、主要概念和结论 


1. 函数 * = y 在点 U 0 , 的某邻域内有定义 • 若极隈 

lim /( 工0+心，' 0 卜 /Uo, W 存在 • 則称此极限值为函数/在点 (xo 加)关 


于 z 的偏导数或偏徹商，记为 


2* 

9 x 




或八 C 尤。， yc)i 


( V ， o ) 
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类似地，可定义/在点 Cx D . y D ) 关于 y 的價导数 gj ( >或 

f y ( xt }, yo ). 

和一元函致类似，若函数 z ^/ Cx t ： y ) 在区域 G 内毎一个点处都存在对 x 
(或对 >0的偏导数，则这个偏导数也是定义在 G 的二元函数， 猝为鴒 导函数， 
简称偏导数，记为 

J ，: v ) 或 4( 工， 

1 . 高阶偏导数 

& - ■' ^ )= ^(S) : 

歲 =/>， = y ^ j ;{ a f y ) - 

若二阶混合偏导数和 # 在 E 域 G 连续，则在 G 内有^ ■二 




(链式法则〉 • 


9 s 9 x 9 y 3 i 1 dt 3 x dt 

4. 设函数 X = / U , y ) 在兵 P 0 (^ 0 > : VO ) 的某个邻域有定义 .若函數在桌 
Po 的全增 fi 么《 = /( xo + 么工 ， yo + ^ y ) ~ /<^ o » : yo ) 可以表示为 

= A * +• + o(fi)-, 


其中 A 和 B 与 h 和 Ay 无关 ，产 = y < x - x 0 ) 2 +< y -^) 2 , 则称函数/•在启 
%可撖.并称 + 为函数/在点 A 的全微分，记为 cU l P /A •仏 

+ B -^ y . 

5. 全微分、偏导数和连续之间的关系 

(1) 若函数 * = /( x , 在点 / Vx 0 , 外〉可微，则 （ 丨 ） 函数/右 
> 0 (x 0 . 外)点连续； （ li >函數/在点 P 0 U 0 , 力〉 的偏导数/,(〜， y 0 > 和 / y U 0 , 
yo) 存在，且在尸 o( Jo, «yo) 点的全微分 dz If 。 ； / 方（工 0» yo) + / y (xo» yo ) 


(2) 若函数 z = / U , ： y ) 在点 P a (^, 的某邻域内存在偏导数, 
fAx 、 : y > 和厶 U , y ) 在点 Po 连续，则 / 在点 P G 可散. 

6. 方向导数与梯度 














(1) 设三元函数 /U , h Z) 在 PoUo , 外，点的某个邻域内有定义 .i 
为始于匕点的任一条射线， pu ， >， s )€ i . 若存在, 则称 

该极限值为函数/在 Po 点汾《方向的方向导数，记作 If p 或 

(2> 若函数 / U , « y , t ) 在 PoU c ， 外， r 。） 点可微.则/在点 P G 沿任何方 
向 f 的方向导数存在，且有 

dfiP ^ s ) df ( P n ) af ( Pn ) - . 

十 2^ cos ” -^- cosy . 

其中 cosc » cos ^, cosy 是 / 的方向余弦. 

(3) 设函数 《 =/( x , y ， 在点 PoUo , 加， q ) 可*,则 / 在点 P c 的梯 
度为 gnwl / U ， + *)= [ h 、 f ” /,> | p o - 梯度方向是函数在点 P 0 处函数值 
增长最快的方向. 

三、常用屏 S 方法与典製例埋 


【例 S -21】 求下列函数的偏 导数： 

⑴ u = ; (2) u = ? +， 

【解】⑴ = 糾 [l + ^ ycosUy )]， 

(2) + = o^lnx + " 1 . 

【例 5-22】 设 / “， y ^\ ySin x 2 ^ y 2t x2 


= xe^^[l 


cy )]. 


> 2 ^0 

) 

> 2 = 0 


，考察函数在 (0, 0) 


点的偏寻數. 


闲】 /,(0, 0)=Hm ^ + Ax,Q)-A0, D) 

OX 


0-0 


, f<(\. 0+Av)- 胤 0) , AySin 

lim : r i r I = 〖 im - _l 


=lim sin 


亡不存在， 


所以 
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G ) 不存在. 

n 5-23) 证明函数 /? T 7 2 在(0, 0) 点连续但偏导数不存在 


lim m — \ w B lim 不存在， 所以 0) 不存在.同理. 

«,(0, 0〉也不存在. 

. 【例 S .24】 考察函数 /( Z , w 在 (0, 0) 点的可敬性，其中 

w 、 j^ysin-^— 2t x 2 + yVO 

fU. ^)=1 x -*-y . 


I 证明】 /,( O f 0) = \hn + 0) = 0 , ^ (0f 0) = 0 由全 

撤分的定义知， fix , : y ) 在 (0, 0) 点可徽 ㈡ /<“， ^ v)-m 0)-[/,(0, 0)- 


Ax + /^(0, ()>•△>] 是 p 的高阶无穷小，而 

.• /(^x t Av)-/(0,0) -[A(0,0)-^+/ v (0,0)-Avl 




故 / U , : y ) 在 (0, 0>点可微. 


I 例5-25】证明函歎 /( a :, >) 
偏导数存在，但在此点不可*, 


x 2 v 


㈣ 在(0, 0> 点连续且 


: V > SC 0, 0) 点连续. 
Ax , 0>- / TO . 0) 


点不可徽. 





















同理可证， y 在(0, 0) 也连续. 


I 0, x 2 + y 2 -0 

>是通过原点的任意可微曲线 （BP 


0) 不可撖 


(2> 因为山 


)> 在所有点都可徼. 

^ x , Ay )- f (0 t 0)-/,<0, 0)厶2-人（0, 0 )Ay 

f > 


不存在，所以 

[例 S .29 J 

式. 


A.T 2 + A.V 2 •• — Aj:Av 2 

Urn ~ y f =- = hm r 

jAj ： 2 + Ay 2 广 。 J Lx 2 + Ay 2 

: y ) 在 (0, 0) 不可微. 

UL Id 很小，利用全微分推出 （1 + j ：) M U + y >” 的近似公 
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d« 恒为零，问 fix , : y> 在该矩形内是否应该取常数？证明你的结论 
3为 dw * 0，所以 dt< =八 （:r, y ) 6 x + (x , y)dy 
/j, y) = 0, 而由人 （or, y ) = 0=>/(x, y ) - g ( y ), f y 
从而， g ( y ) = C , 所以 /U, : y> = C (常数）. 

求下列函数指定阶的偏导数： 




_： y )， 求 


= xyze 


而（ 〆 ）(*) = </ 


p)t r ^{y + q)^-(.z + r)e K 
p )( y + g )(«* + r )^ J+y * z . 


验证函数 u 


<t u lx 
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■■ U ! 籲 


两边乘以 t 




若函数 /U, > *o 对任一正实數 t 满足关系 /( 找，以， 
則称 /U, > 2) 为《次齐次函数 . 设 /U, h *) 可微 , 
^ n 次齐次函数的充要条件是 

x H + y ^ +Z H SSn/Ut z) ' 

要性 . 对 fitx 、 ty 、 tz)^t n f{x, y, d 两边关于 / 求导 
、+ yf t(tx ， ty t tz)^ 3 (tr* ty t tz) - n^^VCx, y, 

Uy ， tz) + tyf 2 ^tXy ty, tz") + tzf y{tx, ty, tz) 

,y, z) = nf(tx, ty, tz), 

工 |f y *)_ 

f 衿 0 时 . 构造函数 . fi 知 









下列变换下保持不变，即仍有 


(2) x =^( s , 賴蘩= 2, H 这组方程称为柯 








* =0 所确定的函数 2 */( z , 的一阶 













【解 } 方程两边分别对3和 y 求偏导，得 






= 0, ■龙 




解得 


3z _ ve -ay dz = S±L2. 
3x e* -2 f d y e* -2 


将所得的第一个方程两边再分别对工和^求偏导，得 


、- iy 警， 


y 2 ^-^-2 


dx 


^^ + xvt ' xy -2 


解得 


七 )、♦ 

_ , 3 2 z , x Bzdz 
dxBy 

3 2 Z vV ^( 

dx 2 ~ 

3 2 z 


6 dj ： dy ^ t 3 x^y 


-< e *-2) 3 


dxdy^ (e:-2 〕 

将所得的第二个方程两边再对: V 求导，得 

^ 2 e _jy -2 r - f + e *( |^1 +( 


d 2 












y 、v — ， 

求下列方 a 所确定的全傲分 <： 

cz ， Z- y)\ (2> fix + y + z 

两边分别对 J ： 和 j 求傯导得， 




求偏导得，/ 



^fS 











d 2 U - 3z . 3 2 g 


3xyz' 


9 2 u Bz . 3z 3 2 


' 9y 


= * + >af + :c af 


- n 


x^y 


[«5-49] 已知方程组 ^ = « 2 + V 2 定义了 2 为主， y 的函数，求 ff 和 


【解】方程 ： c = 


从而 

故 

同理可得 


V 和 ; y = tt 2 + V 2 两边对 J ： 求导，得 
f ^ + f 2 , 0 = 7u ^^ 2v ^. 

3x ox ox ox 


d u _ zf / 

dx V ~ tt * dx 


d；r x 5 v 3x 

_ 3( « + i > 

~y^ 2 


= — Zuv. 


§3 隐函数存在定理及其应用 


一 、 基 本要求 

1 . 理解由一个方程或方程组所确定的隐函 « U 组）的存在性定理（存在性、 
连续性、可费 :性) 及证明思路. 

2. 会用定理证明由一个方程或方程 (组〉 所确 定的* 函数（组）的存在性， 
会求隐函数、反函数组的侑导數. 

二、 主 S 概念和结论 

L . 设函数 FU , >〉满足条件：① F y 在区域 D : 
b -： y 0 | <6内连续；② F ( x f> , y 0 ) = 0; ③ F y {x 0 , yo)9^0. 则①在尸 0 O 0 , 
yo ) 点的某邻域内， FU , : y ) = 0 惟一确定一个定义在 xo 点的某个邻域 0( r «， 
«内的函数满足加 =/( x 0 ); ② ： y = ： yU > 在 OUh 占）内连续；③ 
y^yU) & O ( xo . 幻内具有连续的导数，且 

v , FA^f y) 

^ (x) --F,U f yY 
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上述结论可推广到多元隐函数的佾形. 

2. 设函数 F(xt y $ u > v) t y , u y w ) 满足：①在点 Pq ( xo » yo » 

w ) 的某个邻域 1/ 内，对各变元有一阶连续偏 导数； ② F ( P 0 ) = 0, 


G ( Po )= CK 初始条件）；③/ = 


d(F. G'i 


F u F v 

^{ m » v) 

p o 

C u 


#0-则①在点尸 


的某邻域内5由方程组^ V) 、 = i 惟一地确定一组函致 《 = «U, ：y) 

^ G (^ r , y , u , u ) = 0 

和 v=i(:， y ) ((x, 满足 “ 0 ;w ( xo * > o )* vo ; vixm 外）；② 

u - u ( x , 和 v = v { x t >> 在 D 内连续； © u — u ( x t y )^ v = r (- c , y ) 在 D 


内具有连续的偏导数，且 


dj£ __1 G) <^v _ _1 3( F t G) 

5 ^* ~THx t v)' j :)* 

3 u = ^ 1 d(F. G) 红 = - 1 3(F. G) 
3 y J 3{ y ^ v ) 9 J ^{ u » y ) ' 

上述结论可推广到多个变 S 、 多个方程的情形. 


三、常用解 B 方法与典型例 ■ 

【例5-50】方程 P + ^y + sinUWsO 在原点附近能否用形如 y = f ( x )^ 
方棰 表示？又能否用形如^ g (: y ) 的方程表示？ 

【解】令 尸 < 太， ： y 〉 = J 2 + y 则 F: =2 怎 + ycosiiy), F > - 1 +• 

a-cos(^), 它们都在 R 2 连续，而 F(0, 0) = 0, F “ 0 , 0) = 0. F y (0, 0)^l=^0 f 
故方程在 (0, 0) 点附近可惟一确定有连续导数的函数 y = / U ), 但是无法断定 
能否在 (0, 0) 的附近确定函数: rsgb ). 

I 例 S _ S 1】 方程 F(l j 〉= y 2 - x 2 ( l -« r 2 ) = 0 在哪些点的附近可惟一地 
确定单值、连续且有连续导数的函数 y = / U 〉？ 

im \ 由于 FU , y ) 在护连续•且广，4/-2：*:和7^ = *^也在1^连 
续，当时， r ^ O . 所以在 R 2 任意满足方程 F(x, >) = ^ 2 -^ 2 (1-^ 2 ) 
= 0且 y 尹0的点（ X ， y ) 的某一邻域内，由方程都能惟一确定单值、连续且有 
连续导数的函数> =/(1),由）关0,得工 2 (1-2 2 )#0,即 x 关0且 x 关土 1, 
所以在（-1， 0) U (0, 1>范围内方程能惟一确定有连续导数的单值函数 : y = 
/ Cx ). 

【例 S * S 2] 方程 a + + 在点 P o (0, 1, 1) 的某邻域内能否确定 

出某一个变 fl 是另外两个 变量的 函数？ 
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【解】 令 F ( x ， >， + 则 F ( P 0 ) = O f F ^( P fl ) = 

j + 叫 7 。 #0, F y (P 0 )*^ + - s - #0, F x (P 0 ) = In^ + ^e«lp ^0 , 故能椎 

^ p o 

• 一确定 j ：»/<： y ， z )^ y ^ gU , z ), 但不能断定能否确定 4« A < o *， j ). 

【例 S . S 3】 设 / 是一元函数，试问 / 应满足什么条件，方程 

2 f ( xy ) = /0) + f ( y ) 

在点 （1, 1) 的邻域内能确定出惟一的 y 为 J 的函数？ 

【解】令 FU ， y )^ M ^ f { y )-2 f ( xy ), 显然 F <1，1)*0. 若① F ,, 
F y 在点（1， 1) 的邻域内连续；②-/(1)关0,则方 
種 2/( w ) = / U ) + / Cy ) 在点（1， 1) 的邻域内能确定惟一的 y 为; r 的函數.而 
上述的条件等价 于：① /( r ) 在 x = l 的邻域内连续，在 1 = 1处可导，②/ 
⑴邦 • 

I 例 S .54】 设有方程 x - y +< p ( y ), 其中 夕 （0) = 0,且当 - aCjyCa 时， 
\?( y )\< k < l . 证明存在衣 >0,当时.存在惟一的可*函数 
: y = y (* r ) 满足方程 J ： = 9 ?(> 0 且 y (0) = 0. 

【解】令 F ( jt , y ) ~ x - y - < p ( y )* 则 F (0, 0) = 0, = 1, F y = ■ 1 - 

•故3古>0,当-占 < r <5，-$<： y <$ 时可惟一确定可*函致 
j = ; y (* z ) 且 y (0) = 0. 

【例 S _5 S 】 讨论方程组 



在点 P Q <1, -U 2>的附近能否确定形如= = /(«)，： y = $ U > 的隐函數组. 

[解】 i 5 F ( x , y , «) = x 2 + y 2 - \ z% ' *) = : + y + « - 2 .则 

F 和 G 满足 ：® 在点 F < j 的某个邻域 U 内有对各个变元的 一 P 介连续偏导数（事 
实上在 H 2 都有对各个变 * 的一阶连续偏导 数）； ② F ( P o ) = 0, G ( P o ) = 0? 

® " 2 \ ^ " 1 " i 2 =4_0,所以方程绝在点 P 0 

的附近能确定隐函数组 = y = g(z). 

I 例546】求下列函数组的反函数的偏导数 •. 

⑴设 “ Mcosf ， 一文 sinf , 求訖， S ， 訖-. 

(2) 设 《• = e J ^xsiny t v-t T - xcosy, 求 
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17 n • : : -u. 

9 \ 9 2 9、 

im 5-55] 据理说明在点 （0, 1) 附近是否在连续可*函数 /(A . 
客 ( X . 满足/ XO , 1) = 1, 多(0，1)=-1，且[/( X ， y )] 3 -^ xg { x t y ) - y 

U(x ， y)] 3 + >/(x ， y)-x = 0. 
t 解】考察方程组 

i F(xr y , «♦ v ) = M 3 + XV - > » 0 


I F ( x , y , «, v )= 
\ G ( x t v » u t v )= 


-x = 0 


i 5 Po 为 (0, 1， 1, -1), 则 F ( P 0 ) = C ( Po ) ss O , F 和 G 在 (0, 1，1， -1) 
何邻域有连续偏导数，且 


d ( F . G ) 

v ) 


3 0 


= 9^0, 


所以方程组可以在 (0, 1， 1, -1) 点的任何邻域内惟一确定隱函数组 《 
y )> v = g ( x t y) t 它们定义在<0, 1) 的附近，/(0, 1)»1， ^(0, 1)« -1 
[ f (, x 9 ^)] 3 + xg ( x f >)-^ = 0, [ g ( x P y)] y + yjixj y)-x = 0 . 

【例5_60】设 

u -/( x , y t *, t ) 

* g(y, zy 0=0 
h ( z , t ) = 0 

问在什么条件下 U 是 x , y 的函数？并求 

dx dy 

Iff ) 当 S 和对 t：，t 有一阶连续偏导数，且关 0 时可以惟 







定隐函数组： 《 = t = t{y ), 代入 / 中得 a = /( 工， z(y), 从 

而可以确定《是戈， j 的函数 . 


再由 


hk ^± L 9 iu s il + ild £ + ildi 

3 工 dx 9 3y dy 3 % 3 1 <Ay 


t(y)) = 0 


t(y)) = 


得 




3t d.y 


解得 

故 


t 例 5-61] 


_ de^h 5 e 3 h 

dz _ 3 t _ Bydz 

^(e» h) * dy ${g. h ) 

^(s, t) d(z t t) 


du _ + 红 ( 3d 广〕 /^Ct. t) \ 

3y 3y \ 5(z, t)i d(g t ft) I ' 

设 W 满足方程组 > 名 . °°°. 求 dt 

l 茗 ( 之 • 夕 》«» t) = 0 


【解】当 ■( (【: ：卜 时.存在隐 S«U = dx , 2 >， f = y ). 代入/, 


容中，得 


f{x t y t z(x, y), 
g(x, y t *(x, y\ 


f{x, >)) = 0 J dx dx 3x 

t { x t >)) = 0 ]£ i ：.?£, i £ + ^..il = n 

^dx dx 3 x 


解得 


所以 


【例 $*62 j 


dy dz d y fit 

\ d v o 3 ： dy d t d y 


dz 

dx 


3( f t g) 
3( t » x ) 
B( f, g) 
<5(«* t) 



3( f . g ~) 
9 ( t • v ) 
/. 

^(z, t) 


dx = 
设 


d( f. g) d( f, g) 

d{ty J ) , 丄 9( t I v) , 

3 D 虹 + 3( f , g ) 办 

3(z, t) Hz t t) 

>o» «o» w D ) 满足方程组 
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f(x) + f(y) + /(?) = F(a ) 

* + 5*(>) + = G(w), 

+ h(y) + h(z) = H(«) 

••这里所有的函数假定都有连续的导数. 

(1) 说出一个能在该点邻域内确定^ s 作为《的函数的充分条件； 
(2> 在 / U > = ; r , gU)^xK A ( x ) = x 3 的情形下，上述条件相当于什 
么？ 


fi ^ o ) fiyo ') 
【屏】⑴ gi ^ o ) g ( yo ) 
h f (xo) ft'iyo) 
(2) Xfl , y 9l z 0 互不 相等. 


r ( z 0 ) 

尽'（《。） 关 D. 
h ^( z 0 ) 


§4 几何应用、极值与条件极值 


_、基本要求 

1. 会求空间曲线的切线和法平面方程，曲面的切平面和法线方程， 

2. 理解多元函数的极值和条件极值的概念，掌握二元函数极值存在的充 
分必要条件. 

3. 会求二元函数的极值，掌握求条件极值的拉格朗日乘数法. 



1. 空间曲线的切线与法乎面 

U ) 参数形式表示的空间曲线 ^ = ^(0, y = y ( t ), z ^ zU) f Q < r < 
艮 PCx ( r 0 ), yUo ), z ( t 0 ))^ L , 则过 P 点曲线的切线方程和法平面方程分 
别为： 



x ^( t 0 ) yUo ) 

a . ， ( t 0 )(x - x 0 ) + y ， ( t 0 )( y - yo ) + z ( to )( z - z Q )-0. 


(2) 空间曲线 L : y = y ( x) t z — z { x) y a ^ x ^ b , P { j : 0 * y ( xo) t *( j 0 )) 
€ L , 则过 P 点曲线的切线方程和法平面方程分 别为： 



■ ， ， y 、 

: Z ^ Xq ) 
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<3> 空间曲线 L: 


\ G(x, v, z) =0 


, F(x 0> >o. zo)€L t 则过 /> 点曲线 


的切线方程和法平面方程分 别为; 


B ( F . G ) 

3( y » z ) 


a(F ~ G > 
x) 


a ( F . G ) 

3( x t y ) 


9( F . G ) . 3( F . C ,) . 、 B ( F . G ) , 、、 

. 3 (y ， z) p U -^ o )+, (S( / 厂外)、 U ， y ) p (… o 〉-。. 

2. 空间曲面的切平面与法线 

(1) 空间曲面 m F ( x t y , z ) = 0, P ( x 0 , z q )€ k , 則过 P 点曲面的切 
平面方程和法线方程分别为： 

F/jo ， >0 ， ^o)(x- xq) + F y (xQ t yor *o)C^ ~ yo)* 1 " ^o» zo)^ z_ *o)®0» 

x - xq _ yo z ~ zp 

F t (. xq , yot za ) F y ( xo * yo . zo ) ^*( ^ o * yo > « o ) 

• (2> 空间曲面 7 T : * = /( x , y ), Pix 0i y 0 , z 0 )6 n ， 则过 P 点曲面的切平 
面方程和法线方程分别为： 

/ r (】 0 ，> o )(<* - X 0 > + /,( J 0 . > o )(^» ~ ~ * o ) - 0 > 

X-Xa _ ：y — yo 一 g - yo 
fxi^vr ya ) fyi ^ o * > o ) ~ 1 

3. 多元函数的极值 

(1) 设函數 /( x ， y ) 在点 P 0 ( x D , : y 0 > 的某个邻域 CKP 0 > 内有定义 .若 
VP ( x , y )€ O ( P 0 ) t 都有 /( P )</( P 0 ) (或 /( P )>/( P 0 〉）， 则称函数/在 
点 h 取到极大(小)值，点尸<|称为/的极大(小)值点. 

极大值和极小俥统称为极值，极大值点和极小值点统称为扱值点. 

(2) 设函数/( X ， y ) 在点 P 0 ( x <>, 刊)存在对 各:变 元的偏导数，且 Pq 是极 
值点，则有 /,( P o )=0» / > ( P & ) = 0 - 

(3> 设函数汽: r , v > 在点 Pdx 。， v ft ) 的某邻域内有二阶连续傭导数，且 






4. 条件极值函数 2 =/( x , ： y ) 在约束条件 ? U , 下的极值的求 


法 0 . 

(1) 从条件 < pix t >) = 0 中解出 y = y ( x) t 代入 z = f { x 9 ><^)), 即化为 
^元函数的无条件极值问題， 

• (2) 拉格朗曰乘数法：作 F(x. A) = /(x, y) + X 9 U 9 y ), 然后从 

F z (x t y, A) =0, y f A> = 0, F K (x t y, A ) = p(x, : y) = 0 中解出的 •£， 

j 就是可能的极值点的坐标 . 

身 =. 常用解 B 方法与典型例 B 


101 5-63] 求下列曲线所示点处的切线方程和法平面 方程: 


(1) x = 

(2) x 2 4 


= fesinfcos/, z — c cos 2 2 , 在点 c = 


4 


= 6* 


= 0, 在点 （1, -2, 1〕, 


[解】 （1) r = f 所对应的曲线上的点为 


b t \ c ), 曲线过该点 


时切向 fi 为 f = U , 0, 
_丄 

法平面方程为 


- C ), 所以，切线方程为 




⑵对 々 At 6 两边关于之求导， = 0 ^y, 

j ； + + z = 0 ^ + s = 0 

rrf » ^ I a - i . D - o * * I ( i .-2. i )= -1» 所以切线方程为^ ^ = 

法平面方程为 U-l)-U-l) = 0=^r- z =0, 

I 9 i 5*64】 求下列曲 面在所 示点处的切平面方程和法线 方程： 

(1) jy-e 2 …= 0 在点 (1, 1, 

(2) 5 + = 1 在点 (方为 ，方) . 

【解】 （1) 设 /(x, >， z ) = jy - e 21 -*, 则曲面过点 P 0 (l， 1， 2) 的切平面 
的法向毋为 《 = (/,• 4, / J | p o = (-2 e 2j -% 1, e 2 j - , ) lp g = (-2 f 1， 1) .故 
切平面方程为 -2( j-1) + (v-1) + U -2) HP 2^ - v -* + 1 = 0:法线方 







法线方程为中 1 卜十 

【例 5_65l 证明 曲浅； r = ae e cosr , y = ae * sinr , z = ae e 与锥面 工 2 + y 2 = « 
的母线相交成同一角. 

[证明】因为曲线方程满足 z 2 + y 2 = d , 故曲线上的任一点都在锥面上. 
取圆锥上任一点 PoOo , 加2 0 )，则 x 0 , y 0 ，2 G 满足 d 且过 Po . 存 

的母线 L 的方程为 L = Id , 其方向向 fi 为 /i = U D > 加， z Q ). 设 L 和曲 

xo yo «o 

线的交点为，乃， z x )> 贝！1心， yi ， q 满足： x ^ y ? = 4. 且 2 =么= 

^ A 


y Q , z Q ). 设之间的夹角，则 

_ n t __jq - yp) ^ > 0 ( 之 0 七 <yo) + g § _ 

l”ll r l yl* zlj {x^ - y。） 2 + ( 工 0 十 y<s) Zjr *o 

士常 数 ). 

所以曲线和圆锥上母线相交成同一角皮， 

【例求平面曲线 + 上任一点处的切线方程， 

并证 明这些切线被坐标轴所截取的线段等长. 

【解】 对无 2/5 ” 2/3 =， 3 两边关于 X 求导.得音， 1/3 + 音， 1/3 普=。 
- 故切线方程为 r - y = - . 令 Y = 0, 得 X = 

^/3 工仍；令 x = 0> 得 Y -a 2/ V /3 . 所以 /FTT 2 容 d 2 , 3 〈常数 ）• 

【例5-67】求曲面^ 2 + 2/ + 3 2 2 = 21的切平面，使它平行于 护面 ; c + O 
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要使曲面的切平面平行于* +吻+6« = 0, 51 
,从而 X — m f y — g ~ 2 m . 代入曲面方程得， 
t = ± l , 所以，所求的切平面为1-1 + 4(2- 
+ 2) + 6(*+2)=0. 

例5,681 证明曲面 FU - az , y - 知）= 0的切平面与某一定直线 平行, 


— 


两边分別关于;^ v 求导，得 




所以曲面 Fix - az *. y - bz ) — 0 上任一点处的法向量为 /a = ( F ir Fi ， - aFi 
- bF 2 ). 令 r = U , 6, \)m m = 0, 所以切平面必与所有以1：为方向向 fi 的 
直线平行. 

【例 5-69] 证明曲面 * = ie ^ 的每一切平面都过 原点. 

m ) |^ = J + xe ^ = J(l + f )， |^=- Jf ， 故曲面过点 PU , 

y , «> 的切平面的法 向世为 rt = 〔〜 （1 + 巧- 1 )，- e > x 2 y~ z t -1), 从而该点 
的切平面为 

e?U + ^- 1 )( X - x )- e ? cr 2 >- 2 ( y - > ) -( Z - 2 ) = 0, 

由 * ce 兰 (1 + f ) - - «= e ?( o ： + y - y - x ) =0知，该切平面必过原 

点 • 

【例 5-70】求下列函数的抜大值和极小 值点： 

(1) / U ，>)= U ” + 1) 2 ; 

(2) f { x 9 ^)»3 ary - x J -> J ( a >0); 

(3) J { jc , =sinx + cosy + coeix - y ) | O ^ x , . 

【解】 （1) 令 |^ = 2(文 _夕 + 1)=0，|^ = -2 (x - y + 1)-0, M x - y + l 

= 0,即该直线上所有点都为稳定点.由极小值点的定义以及 fU ， y ) 非负可 
Ht x-：y + 1 = 0上的所有点都为极小值点. 








. 解得稳定. 




则上述方程组的解为 k 了，0厂 

im 5-723 求函數 /( 工，： y > = x 2 - y 在 D » Kx ， y > U 2 +/<4| 内的最 


大值和最小值. 

【解1函數 / U , y ) 在 D 内可导 • 令|^ = 2文=0, -2>»0, 解得 


X s 0, 0( 稳定 点）， 而 I? = 


2 0 

0 -2 


=-4<0, 故 (0, CO 不晕 / 的极值点. 


又 /( z , y > 在闭区域 D 连缤，所以 fix , >)在£>必有最大值、最小值，而且只 
能在边畀上取得，而在 D 的边羿丨 U , y )\ x 2 ^ y 2 ^ 4 \± t fU 9 y )= 
: r 2 -(4-; r 2 ) 二 2 x 2 — 4 ( - 2<之<2),于是当 x = ± 2时， / U , : y > 有最大值 


4;当 jr = 0 时，有最小值 -4. 

【例5-73】 求证： f { x 、 _y) = Ar 2 + 2 丑 ry+ Qy 2 + 2Dz： + 2办 + *F 在 R 2 有 
.* 小值，无*大值，其中 A>D， B L < AC . 


Ja = 


l 证明】令 g = 2Ar + 2 办 + 2D = 0, g 

BE-DC _ BD-AE Hn D [ BE - DC 
AC-B 2 , y (> " AC - B 2 ^ V P °\ AC - B ^ 


= 2 Bx 十十 2£ = 0，解得 
= 二 ff ) 为稳'定点，又 D = 


2 A 

2 B 

2 B 

2C 


= 4(AC-B 2 )>0, S a u st 2 A >0, 所以 P 0 为 / 的最小值，而无 


最大值. 

【例 5-74】在己知周长为2夕的一切三角形中，求出面积*大的三角形. 

I 解 J 设三边长为 x , > z ， mz ^2 p - x - y t 由海伦公式得三角形的面 


积为 
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S = J 2 p {2 p - x ){2 p - y ){2 p - z ) ~ - J 2 p(lp - ^)(2 p - jy)(x ■•■ >)- 
记 / t^r >) = C 2^- x )(2/> - y ) (x + y ), 5 W 要使 S 最大，只需 /(:• y ) 

最大•令 

J ^ = (2 p - x )(2 p - y )-(2 p - y)(x + y )-0 t 


= (2p - : r )(2 夕 - - (2/» -^)(x +>0=0. 

解得; 由实际佾形，当该三角形为正三角形时面积最 
大. 


[ffl 5-75] 求下列函数在所给条件 T 的极值: 


(1) f=x + y t S jc 2 + y 2 ~l} 

(2) f+ y 2 t © a: + >-1 = 0*, 

O) f-x~ 2y + 2z, ^ x 2 + y 2 + s 2 = l. 

【解】⑴作拉格朗日函数 = x + + 令 

L x ^l + 2 Xx -0 

-〜 = 1 + 2 A 广04定点为 :( 令，夸) •丨 -夸， M ). 


下面判断稳定点是否为极值点.若记 FU , : y ) = or 2 + 〆 - U 则 


4 ± f ^ f )=2. 


= ± yi _ o , 故方程在稳定点附近可惟一确定可撖函 


9iy^y(x) f -f. 令多（尤〉 =/( ： 2 ：， >( 工）），贝 !| ^(^)»l + y = 1- 

f ， 〆 <:)= -宁， W ^ U ) l ^=0, ^( x ) U 2--2 y 2<0-^( x ) l ^ 


= 272 >0, 所以 5 •在 f 点取极大值，在点取极小值，即 / U , y > 在 

(夸，夸)点取极大值，在 (s -夸)点取极小值. 


(2) / ( :c，> 〉 在(士，+丨•存取极小 值士. 

(3) 构逄拉格朗日函数乙=^-2? + 2 2 +久(工 2 + / + — 0,令 

fL^^t + 2 /U =0 


L ,= -2 + 2—0 
t z = 2 + 2 As = 0 



x 



+ 2 


2 - 
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令 F ( x , y , «) = x 2 + > 2 + s 2 - 1, Pll ± ±-^-) - 2 z ^ 1 9S 

所以 FU ,： y ， s ) 在稳定点 W 近可惟一确定单值函数* =名（;^>0,且 

is = 红甶 -上 

3 x Z * 3 y z 

令 Wxj ) = fix , y . z { x t y )) 9 则心 =l _ - 2 - g „ ^ 


8 yy s 


2 xv 
z 3 ' 


Sxj Sxy 




-53 J _ 

m >0 . 


且 <?11= 貧《(含， - *，+)® - ^ <o » 

W 以 (+,-+, 音)是 g ( X ， W 的极大值点.类似地可得, 

{-+，+»-+)是 g *( JC ，>0 的极小 值点. 

【例 5-76】求 /; x *： y " 〆 在 条件： + J + : = * 2 ， a >0， m >0, n > O t p > 
€» j >0, y > O t z >0 下的最大值. 

I 解】作拉格朗曰函數“: c ,： y ,*0 = j~V + A(x + y +*- a h 令 


L ,» + A = C 

t y = 似 w y-V + oo 

L ,= px w W 1 + A = 0 

<r + y + « = a 


xo = 


m + n + p 


稳定点为 




^ ^ m + n + p 

曲于稳定点惟一，而 /( u ， d 在： ^ + > + 2 = 4 下有最大值，所以最大值 

( a 、 m ♦ a ♦沪 

/Cx 0 ,>o^o)-( m ^ n + p ) W〆. 

【例 5-77】 长为 ( X 的铁丝切成两段，一段围成正方形，另一段围成圆.这 
两段的长各为多少时，它们所围成的正方形面积和圆面积之和最小？ 

【解】 设围成正方形的一段长为 X ，围成圆的一段长为 y . 则: 

BT 积之和为厂+ 4会| 2 .利用拉格朗曰乘數法可得，当围成正方形 
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的铁丝长为 A ， 围成圆的铁丝长为 A 时，它们的面积和最小. 

§5综合题 

♦ • 

【«5-78】设函数 / U ，： y ) 在区域 D 连续， Vc€(-®，+«) ♦若集合 
E — i ( x t y ) | /(: r ， y )> f ，（工， y )€ Dt 不空，则 £ 为开集. 

【证明】设 Vc €(-«>, + oo ), E 非空. VP 0 (^ o »> o ) eE , 则 /( P 0 >> 
且 Po € D , 因为 D 为区域，所以3 幻 >0,使得 O ( P 0 ,6) CD , 令 e 0 = 
/(尸 0 )- < r >0 •由于/在 £) 连续，所以存在知6<0,6],使当 r ( P ♦尸 0 )<知 
时，有 I f ( x f y )- f (, xo 9 yo ) | < e 0 » 即 /(： r ， y ) >/(々， - e 0 = c .从而 O 
( P 0 ,^) CE , 由心的 任意性知五为开集. 

I 例5.79】 证明： 若函数 /( r ，： y ) 在某区域 D 内对变 fix 是连续的，而对 
变4 ： y 关于 o ： 是一致连续的，則 fix ' y ) 在区域£>内连续. 

. 【证明】 VU 0 ,： y 0 )€ D , 有 

|/{x,>)-/(xo ， >o) | < | fix^y) -/(Do) I 十 |/(Do)-/(x 0 , ： y 0 > I ， 
由于 /( x ,： y ) 对变量 x 连续，对变量 y 关于： r 是一致连续，所以 Ve >0, 3心 
>0» 当 I x - x 。 I < 占^ 时》有 I /(^r.yo) ~ /(^o»^o) I < e ; 及3在 j > 0，当 
|>- 加 1 〈衣 2 时， Vx ， 有 I /*( _ /( 工， Jo ) I < e . 取占 =mini U: I ， 则 

当 |j-xo|<A |y 加 1<5 时， 1/(U) - /(x 0 ，； y 0 ) I <2 e ， 即 /<x,y) 在 
(AUo) 点连续，由 （以 , 外〉 的任意性可知， /(u) 在 D 连续. 

19)5*80] 设函数/(•^>>在<16〉父心，幻连续， ？> U 〉 在 U , W 连续， 
证明若 vxeu 乃），有 〆 x > e ( c ，< o , 则皮在 u ,6) 连续. 

H 2 明 J 设 V * ioe 〈 a ， 办），9?〈文0〉6 ( c » <0* 由 /(* r ， y ) 在 （ a ， A〉x ( e，cO 
连续知 ， Ve > 0, 3 a >0,当卜 - Jol < t b - f (- ro ) I < 在时，有 
I /(^»>) ~/(^ o » f (-^ o )) I <*. 又 9( x 〉 在 *r = xo 连续.故对上述 $>0， 

> 0 , 当 I jr - xo I < 时* 有 I <p{x) - <p{x[,) I < 6. 从而，当 I jc - j: 0 I < 
minU , 7 1 时 ， I g{x) -g(xo) I * | /(X ， <p(x)) —/( x。，f ( x 0 )) | < « ，即 g{x 、 
在 1 =別处连续，由： c « 的任意性知， gU ) 在 U 乃） 连续. 

m 5-81] (复旦大学 2001年）设：= «( u ) 是由隐函数 

p ( x + y + ^~) 篇❶所确定，求表达式 x ^ + y 并化節之 • 

[«] y ^ f ) =0两边关千之求#，得 
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证明当动启 


S F(x,y,*> 有一阶连续僱导数，并满足不等式= 

+ v(x^^)eR 3 . 

7 dx 

.«〉 沿曲线 T:x = - <x3St,y = sintr z-t, S 于无穷远_ 






【证明 1 由泰勒 公式： 

F(x, y t x) ~ F {- cost , sin^, e) 

•= F {- 1,0»0) + [F {- cost, sln/» Oi l - 0) 

= F (- 1.0.0) + f (gaini ++ | J ) 

= F (-1,0,0) + + | f ) |^ { 

> F (- 1,0,0) + at , 其中 0< t . 

故当 【—* + <» 时，一 *»• 

m 5-84] 求曲线 ； r = f ， y ^- t 2 . : P 上与平面 x + 2 ：y + * = 4 平行的 
切线方程. 

【解1平面;《: + 2>» + * = 4的法向 fi 为 b = U ，2， ll ， 而曲线 = ：y = 
= 的切向量为 r =| l , -2^3^), 当曲线的切线与已知乎面平行时， 

有,》丄》,即 wr = D » 亦即1 - 4« + 3 t 2 = 1,丈=如当*;1时，曲线上 

的点(1，-1，1>的切向 fi 为 tr =| l , _2,3〖，故切线方程为 

当 t =+ 时，曲线上的•点 ( 女，-含，引的切向 * s 为 r 55 (1，故切 
-丄丄_丄 

…一 z 9 z 7.7 -"3.7 ： - 1 9v+ 1 27: - 1 

线方程为=**^ = 1一，即^—= = • 

胃3 3 

【例 5-85】 （中 国人民大学2000 年〉 证明函数《 = (1 + ^) cosj : - 
有无穷多个极大值，而没有极小值. 


f z, - - (1 + e^sirur = 0 

【证明】由 得，函餃有无穷多个稳定点（《«， 

iz y — (co$x - y - l)e^ = 0 

(-1>"一1),其中《=0，±1，±2,-_.当《 =2是时，对应的稳定点为（2走《，0)， 
此时 


an = | p = -U + e^Jcosj 




(2i*,0) 


, 0 ) 

= 0, 


=- 2 , 


<322= f^2 = ~ ( C0S 立 ~ y ~ 


<2 M ) 
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第六章多元函数积分学 


§1重积分 


一、 基本*求 

1 . 掌握二重积分 化为累 次积分的计算方法，掌擓二重积分的极坐标变换, 

2 . 掌握三里积分化为 S 次积分的计算方法，寧握三重积分的柱坐标变换、 
球坐标变换. 

3. 会用二_积分、三重积分计算一些几何 fl 与一些物理量. 

二、 主要槪念 和结论 

1 . 重积分的定义与定积分类似，重积分也定义为一类和式的极限. 

二重积分： (又， = linj2 

♦ 

三重积分： [ fix, y y z)dV = 

其值取决于被积函數及其积分区域，而与积分变 a 的记号 无关； 连续是可积的 
必要条件， 

与定积分不同 的是: 二重积分是定义在平面区域 D 上的二元函数，对 D 任 
意分割，每一小块面积为从上任取的一点是 U ,., %), A 是所有的 
直径中的最 大值； 三重积分是定义在空间区域 G 上的三元函数，对 G 任*分 
割，每一小块体积为 Av ,.， 从厶■^上任取的 一点是 （ f ,, 17 ,，☆)， A 是所有的 
直径中的最大值. 、 

几何与物理 S 义当 /U, W>0 时， IJ/U, : y)dcr 表示以曲面 * = fix ， 

% 

y ) 为顶 , D 为底的曲顶柱体的体积，或表示面密 度为彳 = Ax , : y ) 的平面薄片 
D 的质量•当 /( x t > 0 时，| - f { x , y ， z ) dV 表示体密度为/> = 
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/U，y，2) 的空间立体 G 的质 fl. 

重积分具有与定枳分类似的线性性质、可加性、单调性和积分中值定理. 
2. 二重积分的计算 计算重积分的方法是化重积分为累次积分. 

, (1) 设 D 为不 S 区域，即 D » \( x t y) I f j(jt) < y < 92(1)，a ^ ^ ^ 
61, 则 

j /(x, y)dtf = I dx| ^/(xi y ) dy . 

设 D 为 y- 型区域 • 即 D = l(x, y ) I 少 l(y) < 2 C ^ y ^. d ], 

■m 

|/(x, y)Ao — I dyj 二 、八 x * y ) dx . 

(2) 变 fi 代换 二重积分的变 fi 代换公式 

j\ 工、 y)dxdy - J*/( f ( « » v) t v)) I /(a, v) I dudv. 

其中，平面 Ouv 上的闭区域厶通过变換 x = < p ( u t v) y y = 〆《， v )—— 映 
射为乎面上的闭区域 D, p p 在△上有二阶连续偏导数，且当 U, W G 

△时， J ( u , v ) = 由变 ffi 代換公式可推出极坐标下二重积分的计 

RjJ 

；p CrA 0) 

f { x t y)dff = f ( rcon 6» rsin<?)rdr. 

J« j r x (^> 

三重积分的计算 

(1) 设 V = I ( j ^, *) I «i(x,^X 2 yi(x) < ^ < )2( 工八 

a < i i I , 则 

[J f ( x , y , z)dV = \ tt dx [ y 2 M d y r 2< J ，3，) f ( x f y 9 z ) dz . 

Ja J yjCx) J *,(a*,y) 

(2〉 设 D 介于平面 Z =#和2 = / 之间，且 V*e[f,/】》 用 Z = Z 去截 
n 得到截面 D,， 则 I* fix . y , t)dV = ' dz \ /( x y y , z ' idxdy . 

(3) 变 fi 代换 三重积分的变 fl 代换公 ^ 



fix, y t z)dxdydz 


/Cx( «» w) t y( 




• 147 • 






... P 一 j = x(u, v t w) t y = y{u 9 v t w) t z = z{u,v,w)^ Gutnt •坐标 
系的闭区域 G 映射为 0 巧 2 坐标系的闭区域 V ， x ( u ， v ， w )， y{u, v,vj)t 

孑 （ jr. v •: 


*U, v,v) 在打有二阶连续偏导数，且当 U,v，uO 6 时， 


#0_ 


d(Ui Vt 

特别，在柱面坐标系下，设直角坐标系 Qc# 下的积分区域 V 经变换(柱坐 
标变换） 

JC = rcosQ, (X r < + « 
y = rsin 夕， 0 ^ ^ < 2tc 

z = z 4 - oo < * <+ <» 

一一映射到柱面坐标系 CM? 下的 E 域刃 ，则 

jjj" /i,x t y, z)dxdydz = /(rcos9, rsin0» z)rdr66dz. 

若 D = \ (r t 9 t z) \ z\{r, < « 2 〈 广，夕〉 • n ( 泛） < r < r 2 ( 泛） • a < 

卢 t , 则 * 

IT f r 2 ⑷ rt 2 (r,e) 

I fix^y, z)dxdyAz = d^J <”rdrj < ^/(rcos$f rsinO, s)dr. 

在球 ® 坐标下，设 V 经交换 ( 球坐标变换〉 

x = rcos^sin-f , 0 ^ r < + ® 

y = rsin^sinf)* 0 < 汐 < 2 兀 

z = rcosp* 0 ^ f ^ 

— 映射到球面坐标系 Onpe 下的区域则 

/(rcos^sii\9» r£n.^sin?J, roo&^^^Xi^drdddp. 


I 


f{x t y, z)dxdydz = 


4 . 重积分的应用 

(1) 曲面的面积设曲面 U, ： y>€D, 其中 D 是由逐段光 
滑曲线围成， / 具有对 a 和 : y 的连续偏导数，则其面积为 


S 


7 1 + fl(x,y) + f\{x 9 y)dxdy. 


(2) 质心设打为一空间几何体，其密度函教 : p » 在 /} 上连 

续，则 /3 的质心坐标 (5,U ) 为 


xp{x t y t z)dxdydz 


yp(x t y t z)dxdydz 








pix ^ y , z^dxdydz 


若 n 为平面薄片，也有类似的公式. 

(3) 矩 分别称 || y 9 z ) dj ： fiydz t ^ p ( x » y , x ) dxdydz , 

j z * p (: r ， jy ， z 〉 dzd >^ dz 为空间几何体关于 G : yz 面、面和 ( Xry 面的々 阶 

矩.当4 = 0时为零阶矩，表示0 的质 S ; 当 A = 1时为静矩，静矩与零阶矩 
之商为 D 的质心坐标；当* =2 时分别称为对 Qyz 面、 0= 面和 0 办 面的转动 
惯 fi， 分别记为&，1口和!〜分别称 

[( y 2 + z 2 ) p ( x t y , z ) dxdydz t 


) p ( x t y 9 z ) dxdy 6 z t 


( x 2 + y 2 ) p (. x , y 9 z)dxdydz 

为 il 对; r 轴、 y 轴和 z 轴的转动惯世，分别记为 I y m s . 

三、常用解 B 方法与典型例8 


【例心1】设 D = [0, i ] X [0,1], f ( x , y ) = 1,若 X 是有 理数； /( U ) 
= CK 若 * r 是无理数.证明 fix . y ) 在 D 不 殍积. 

【证明 1 对 D 的任意分法 7\ 因为在 (0,1] 上的有理数与无理数是处处稠 
密的，所以每个小区域上的: r 值既存在有理数也存在无理数.如果在每个小区 

填上取横坐标; r 为有理数的点则积分和~ = 2/( P^)^ fc = 1. 如果取 

1 

横坐标 Z 为无理数的点 PV 则积分和 h △外》 0. 所以当 A 一0 

时，积分和 A 不存在极限，即在可积. 

6-2 J 计算下列二重 积分： 

(1) - 2x)dxdy a D = [3 r 5] X [1.2]; 

(2) pry〆 + ’ dxd>, D — {a ,b~\ X [c t d]. 
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【解】⑴原式= l ^ dx^Cy - 2 x)dy = | ( 士 y 2 - ' 

= 0 f -2.) dx ^-13. 

2 I i 2 ^ 1 2 ^ 

(2) IK 式 =j xe -* d-rj • 士 e T 


U 


， M ( e * - 


I 例 6*3】 将二重积分 l/CA^dxdy 化为不同顺序的累次积分： 

(1) 0由7 =工， x = 2 与: y = — {jt > 0) 所围成； 

(2) D = |(x,y)t UI+ lyi^U. 

【解】⑴ j'/(x.>)djrd> = j^ckcj* 上 /(:r,y)djy 

* J,.v)dx + f(x,y)dx. 

(2) f(x,y)6xdy = l^dxj ^ f(x,y)dy + ^ / <o:,>>d^ 

rO f，+i i*l ri-^ 

=J ^f(x,y)dj ： + J 0 d ^J _^f(j ： .y)dx. 

【例 f4l 改变下列 R 次积分的 次序： 

(1) ^dyj 2 f(x, y)dx ; 

⑵ J/:]* 。 /( 工， y)^y + /(x,^)dy. 

【屏】 (1) ^d^j/Cx^Jdx = J^rJ^/(u)dy + j*dxj^/<x^)d>. 

f-l rr 2 {*3 f ^(3- x ) n 广 3-2 y 

(2) ] 0 ^] 0 /( x , >) d >* + / jrj 。 f ( x t y)dy = J ^ dyj ^. /( x » y ) dt . 

【例63】设 / U,y) 在所积分的区域 D 上连续，证明 
| dx| / {x t y)dy = | d>| /(: ，： y)dx • 

I 证明】因为 /(• rj ) 在 D 上连续，故 j/(:r，>0d_rd> •存在.1>可表示为 
i(x, y) \ a ^ y ^ jc 9 a ^ x ^ bi = |(x, y) \ a ^ x ^ y t y < x < i»| 
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计算下列二重积分： 

ixdy(«i k >0)， D 是由: y 2 ; 2 px(p >0>, 工 = ■围成的区 


iy ， D 是由 > = sinx 2 » ：c = 0和 J 所围成的区域; 

• y ) dxdy 9 D 由 y = e 3 ，） = 1， J 二 0, o* = 1 所围成的区域; 
hi , n -SWfr 2V <2. 3) 和 （3,1> 为顶点的三角形. 





0< JT < y Y )» 


- {(x, >) I 0^ > < 

交挟积分次序 I ^ d ^ y 2 sinx 2 dy = ^ • 

。 


r — \ 


T f ^ df s - T 


I ： 


dx * 


-^costdt - T 
t > o 


注 （1> 将二重积分化为累次积分，其中最基本的步骤就是根据积分域 £) 
确定累次积分的积分限.作出 D 的图形可以提供非常直观的认识，因此切不可 
忽视作图. 

(2) 将二重积分化为累次积分时，积分次序对计算是有影响的，选择得不 
好，可能使计算较繁，甚至积不出来.本例是先对 •!： 积分，再对: y 积分，而 
sinx 2 的原函数不能用初等函数表示.因此按上述积分进行 R 次积分是行不通 
的，所以考虑玫变积分的次序. 总 之在求重积分 {包括 三重积分等）时，应同时 
兼顾积分域和被积函数的特点，合理地选择积分次序. 

im 6-9) 计算下列三重 积分： 

(1) jj U + ) — z ) dj ： dydz , V： j : 2 + y 2 + z l < a 2 ; 


(2) $ zdxdydz , V* 由曲面 十夕 z ，z : 

(3) JJ (l + x 3 4 )dxdyd 2 , V 由曲面工 2 =* 2 + y 


(4) 


^ dxdydz , V 由曲面 2* = 夕 = 


: «2 所围成； 

= 2* j : = 4所围成； 
~ 0 t x = 1 所围成. 


I解】（1>考虑到对称性. 


式 * *3 jj zdxdydz — 3J* zdz | drdy = 3?rJ «(,a 


— z ^)6 z ― 0. 


(2) 用平行于 Oxy 面的平 MZ = 
y 2 = z , 面积为 nr, 故原式 =s 


€ [1, 2]) 去截V，其截面为 D,: 




dxdy = nz 2 6 z = 




(3) 用平行于 Oyz 面的平面X = a < 
t 2 — ：r 2 » 面积为 《z 2 ， 故 

原式 « J* (1 + x 4 )dxjjciyd* = J kx 2 {\. + x 4 )dx = 

2 A 2 

(4) 原式 =J drj* dyj* xy z z^dz = 士 J* dxj* y 6 x 5 dy 


6 [2, 4]) 去截 V , 其截面为仏: 


56 n 16256 jt 
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■ Mo xlZdx * 364 - 

l 例 6.9〗 改变下列累次积分的次序： 

(1) J dy ^ > f ( x t y * z ) dx } 

⑵ lWS dy f /7 v /U ' y, a)dl ' 

【解】 u ) 原式* z)dz 

- J:dxJ o d*j^ /(x t >, «)dy +• 

f da*f dz[ z)dy. 

Jo J * Jj*y 

J ， 

(2) 原式= 

~ lo^ r l yt z ^ y ' 

【例 6-10】 求 V 由: c 2 + y 2 + Z 2 < r 2 , 工 2 + y 2 + * 2 < 2 r « 所痛定的立体 
之体积. 

1屏】因为 V 是两个对秫的球冠，只需计算上半球冠即可.上半球冠为 

Vp x 2 + / + « 2 < ” 2 , * > 

V = 2 瓜 dV » l^dz^dxdy = 2ffJ^ 

7 TT?cU = 兮 - 令 )• 




2 ♦ 


故 


- z 2 dz 


【例 6-11] 用极坐标变换将 |]/ Cu ) dzd y 化为累次积分: 

(1) D ： SB x 2 + > 2 ay (a > 0) ; 

(2) Dt 正方形 0< 0 <y<a. 


【解】 ⑴ ^/U,y)dx<iy = V ( rco 60 t r$i^)rdr. 

(2) ^/(jCiy)dxdy = | q 4 d^j^/(rcos^, rm$)rdr + 

rcos$ t r3itiS)rdr. 
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m ^ 12 ] 用极坐标交換计算下列二重积分： 

(1) J^sin Vx 2 + y 2 dxdy t Di 9^ x 2 -h y 1 ^ 4^i 

(2) Ux 2 ^y 2 )dxdy, D 是由双纽线 (: r 2 + y 2 > = <2 2 U 2 - y 2 )U 会 0 ) 围 


成. 


im 式 


rdr = - 6f^. 


(2) ® 式* J *、 d 叶 r 2 * rdr = j *、 ^" a 4 co ^ 2 ^dd = ^ . 

t 例6_13】在下列积分中引入新变 fit v , 将它们化为累次 积分： 

(1) J dxj f(x t y)dy {0 < a < b t 0 < a < 若 “ =x, v = 

(2) |^/(-c*y)d^d>, 其中 D» \(x,y) \Vs +-/y <-/a , x^0 t y >01 ， 


^ x — u cos 4 v, y — u sin 4 u 

【解 】⑴ r = « ，： y » 


,D = |(x t y) I a < x ^ A, 




【解】作变换《 = V = f 9 则区域 D 变为区域厶= \2< U^Ar 

1 < v < 2[ ,且丨 / 丨这六， 于是原式 》 J^dwj^w • ^dv = 31n2. 

'• I 例 61 S 】 利用二重积分求下 列曲面 围成的立体的体积： 


(1) z - xy t x 2 + > 2 = a 2 ： 

(2) z = x 2 + y 2 t ** =工 + 


= 0 ; 


I 解 j (1) 立体在两上的投影区域为 d = |(^)1/ + > 2 <^匕则 

’ V = ^xydxdy = d^r 3 co30sm^dr = 士 a 4 ]* 。 士 sin2#df = ja 4 . 

(2) 立体在 Oa 面上的投影区域为 !>= \( x , y )\ j : 2 + y 2 + y \^ 


令 a ： » 


+ rcos @» : y ® •士 + rsm 6 | 0 ^ ^ < 2 n , 0 ^ r ，则 

m m 


V = 1 [(X + >)- 


_2 丄 _.2 


y 2 )] 6 xdy 


=| 2 ^(1 +• rcob & + rsm &) - [ r 2 + ^- + rcos ^ + rain 沒 


)]rdr 


【例 6-161 求曲线 + f 所围的面积. 

[ K ] 令 j = -^~ rc < xO t y = -^- rsin ^, 则曲线的极坐标方程为 r 2 = 
c c 

* sLn 20( O <<9<2«). 设区域在第 _ 象限的部分为由对称性知，所求面积 


S = 


4 卜 ，= Of 。 




f * ab . 
= Jo ^ 


sin 2^ d ^ = 


ab 


【例617】用柱坐标变换计算下列三重 积分； 

(1〉 j |* ( j 2 十 / Vdrdyds , V 由曲面 z = j 2 + y 2 p « = 4, z = 16 围成； 

(2) || ( Vx 2 +• y z )^ dxdydz t V 由曲面 x 2 + = 9, - r 2 + > 2 = 16, 

z 2 = x 2 + y 2 , a > 0 围成. 

[mi U ) 作柱坐标 变换： a : = rcoat y = rsin^ f s = r , 则7在柱坐标 
下为 Ur . 夕 ， ？）I 4 < « < 16, 0< r < V «, 0< 0 <2 jc |. 从而 
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作柱坐标变换： =* rccs ^, 

• =4. * = r . 故在柱坐标下 


5440 ir . 


0 ^ ^ r I . 从而 


y = rsinO , * = *，则三曲面方程分別为 
V = i { r ^ r «) I 3< r <4, 


3367 


原式= • rdz = ~~. 


【例 6.1 S 】 用球坐标变换计算下列三重 积分： 

⑴ rj]J ( x + > + z}dxdydz t V f x 2 + y 2 + z 2 <R 2 ; 


( 2 ) 


(3) 


{ v j 2 + > 2 + z 2 ) s dxdydz , V 由 x 2 + ; y 2 + z 2 * 2 z 围成； 
x 2 dxdydz t V 由 x 2 + 〆 = 2 2 , x 2 + + z 2 * 8 围成. 


【解】 （1) 作球坐标变换， V 可表为|(〜艮 0 ^ e < 2 iz , 
0< 因此 

+ sin ^ sin ^5 + c 05^) r 1 5 in 9< l ^ = 0« 

(2> 作球坐标变换 ， V 可表为 |( r , t 
沒 <2 nl , 则 

JR 式 =sf d ^ J 2 d ^| 9 r s • r 2 sin^dr = j * d ^| 2 32 co 3 8 ^ sin 9 ci ^ 

=i ： f^V- 0 


(3) 作球坐标变换，由 sin 2 穸 = cos 2 ?=> P = f , r = 272. 区域 V 可表示为 
Kr ,$.< p )\ Q ^ r ^ 2 yi , 沒 <2 nl , 则 

原式 =J* d^j* 4 dtp^ r 2 cos 2 夕 sin 2 ? . r 2 sin^dr 

S \ 2 J d6 ll 1 | § '^ cos2 ^ in 、 d 9 = - y ) jr . 

【例649】求下列各曲面所围成立体的 体积： 

( l ) y 1 , r = 2( x 2 + y 2 ), y - x 9 y = x 2 ; 
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= i:(i 


_ 丄 
3 


丄 

21 


1 




v=)d? = W / j2 + y2)d ^ 

( 2 ) 令 x = a r cos 2 沒 sin 穸 ， y = &rsin^sin 9 >» z — crcosp 则有 I 州 
adcr 2 sin 26 simp , S V 可表‘示为0<夕在 0<r^l, 于是 

V = | 2 d ^ j * 2 d^J 2< i & cr I cos ^ an ^ sin 9 cir 


= 2 a 6 c 1 2 cos^sm^d^J 2 r 2 dr = •^*a 6 c. 


【例 6*20 l 求曲面 《 = 被平面 x + y = 1 ， 《r = 1 及 y 88 L 所截下部分 
的面积. 

{解1 曲面在 0 巧面上的投彩区域为 £> ， l(x, ： y)f_r + ： y>l ， x<l, y< 
II .故 


s -S J i+ l 思 + U¥J、 吨 =1 iM dzdy 

= iW:( Jf + If) dy : M( 2 /Ty + iii^)\[ dx 

，: ( a — 夫卜 2 f . 


§2 曲线积分与曲面积分 


一、基本要求 

1. 掌握计算两类曲线积分的方法，掌握两类曲线积分之间的关系. 

2 . 攀握计算两类曲面积分的方法，攀捏两类曲面积分之间的关系. 

3. 会用曲线积分和曲面积分表达和 i 十算一些物理 fl. 
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二、主戛概念和结论 


1. 第一型曲线积分及其计算由曲线构件 l 的质 s 问 b 引入第一 a (对 
弧 长的〉 曲线积分 


\ f{x,y,z)ds = / - 

J L 4 一。 _ 零1 

其中 f 在 L 上有定义且有界，是对 L 任意分割的第 《• 段的长度 （△& > 0)» 
(!1，％，匕）为 △心上 任取的一点，义 = max I ^5/1 - 

设 L 是光滑曲线 x = xU ), y = y ( t) t z = z ( Oi a < i f { x , y , z ) 

在 L 连续，则 / 〈: r , a *) 在 L 上的第一型曲线积分存在，且 

z)ds = J /( x , y , z ) J x ，2 { t ) + y ，2 ( t ) + z 2 { t )6 t . 

公式右端为定积分，其积分限总是下限小于上限， 

2. 第一型曲面积分及其计箅由计3?曲面构件 S 的质 fl 问题引入第一型 
(对面积的）曲面积分 

z)dS = %，0$, 

$ 卜 0 i-i 

其中 / 在 S 上有定义且有界， AS ,. 是对 S 任意分割的 第:块 的面积 US ,. > 0), 
<| M f ,〉 为 AS ,. 上任取的一点 ， A = imx I AS ,- 的直径丨. 

设 S 是光搰曲面 ; r = zix . y ), ( x ,>) € D , D 为有界闭区域， f ( x t y t z ) 
在 S 上连续，则 / U , 在 S 上的第一型曲面积分存在，且 

| /(x, y,x)dS = ^f{x,y 9 z{x,y)) J \ •¥ + z^Xy y)dxdy. 

3. 第二型曲线积分及其计算由计算变力沿曲线作功的问题引入第二型 
(对坐标的）曲线积分 

[ P ( x ,^* r ) d ^ = 。)紅， 

J ^ 1_ *° <-1 

J ^ Q ( x , z)dy = lim 2 Q 4 t »， 

f R (. x , y 9 z)dz = limj] 7。 ？/)△々， 

Jt ^ imi 

其中 L 为有向曲线， P，Q, R 在 L 上有定义且有界， Ax,.， Ay if 厶~分别是对 
L 任意分割后的第（个有向小弧段在 x 轴、: y 轴和2轴上的投影 ， （f a ., %， 匕）和 
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A 同第一型曲线积分. 

将上述三个枳分相加，简记为 J^Pdz + Qcb + Rd *. 设 L 的起点为 A ， 终 

與为 B ， 则该积分结果为变力 F ( x t y . z ) = P ( x t y t z)i 4 Q ( x t y 9 z)j + 
J ?< x , y ， z ) k 从 A 点沿曲线 L 到 B 点所作的功.而上述的每一个积分分别表示 
F 在三个坐标轴上的分力所作的功. 

设^为光滑曲线段 x 二 x { t) t y = ^ Cf ). ^ = zU) t ; 介于 < r 与於之间. 
■ f ( x , y t z ) 在3上连续，且 J = o 对应于 A 点，£ =卢对应于 f ? 点，3自身 
不相交，则 /( z » y ,* r ) 在3上的第二型曲线积分存在，且 

z)dx = I f (, x ([)^ y { t) y z ( t )) x \ t)dt t 

z)dy = I /( r (0, yU >， z ( t))y ( t ) dt , 

，>>• = I /( x ( z ). 0» z { t )) z ， ( t ) dt . 

与第一型曲线积分不同，公式右端定积分的下限对应曲线的起点，上限对 
应曲线的终点，和它们的大小没有关系. 

4. 第二 ffl 曲面积分 由计算通过曲面的流体的流问题引入第二型（对 

坐标的）曲面积分 

z)dxdy -把矣 i ? (〜,讲’ 5 ,〉(仏’〉 9 ， 

jTp ( x .>», z)dydz = lim ^ P (心，也，<,)<厶0_0格， 

^ ▲卩 _ • I 

rr 獅 

Q (尤， y ， z ) dzd^c = lim 2 Q (^» S ,)(^ D r ) o ., 

% J -°e = l 

其中 S 为光滑的双侧曲面， P , 在$上有定义且有界， （ ADJg ， 

(么0,.)„分别是对5任意分割的第 I •块小曲面在 Og 面、 Oyz 面和 Ou 面上的 
有向投影，%,匕）和 * 同第一型曲面积分. 

将上述三个积分相加， W 记为 JJVdycU+Qdzdx + i ^ drd ：^ 该积分结果就 

是流逋为 v ( x t y t x ) = P(.Xi y , z)i + Q ( j ,>» *)/ + R(x t y , z)k 的流体在单 
位时间内流过曲面 S 的流 fi . 若 S 的侧的方向和 v 的方向一致，则结果 为正； 
相反时，结果 为负； 垂 S 时，为零. 
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设 S 是光滑曲面 z ( x t y) t { x ^)6 Dq 为有羿闭区域， R ( 

*) 在 S 连续.则在 S 上的第二型曲面积分为 


R ( 


) dxd ^ = 




R ( 


, ^)) dxd ^» 


其中 S 为上刺时取正号， S 为下侧时取负号. 

在类似的条件下，设 S: I = (^z) € D^, 有 

j P(x,y, z)dydz — ± ^(xC^, «)d^ds, 

tt 中 S 为前侧时取正， S 为后侧时取# T 

设 S: >» = y ( tyx ), O，：）6 乃议，有 

rr 

QC^» y( J. z) t z)dzdx. 




( x , y t z ) dzdj ： = ± 
其中 S 为右侧时取正， S 为左侧时取负. 


三、常用 解届方 法与典型例题 


【例 6-211 计笄下列第一型曲线 积分： 

(1) J ^ Cx 2 + > 2 ) d 5 , 其中 L 是以 0(0, 0)， A (2, 0), B { 0 r 1) 为顶点的三 
角形； 

(2) J y 2 ds t 其中 L 为摆线的一拱 i = a(t - s\nt), y = a(l - cost), 0< 
t < 2^5 

(3) ^^xyzds , 其中 L 是曲线 x * f，> = + > z = t < 1). 

【解】 （ 1) 原式 ==(* (j: 2 + y 2 )ds + (x 2 +• y 2 )ds + I* (x 2 + > 2 )d$ 

J AO J C» J fiA 

= y 2 dy + \ x 2 6y + [ [ (2 - ly) 1 + > 2 ]/5d^ 

Jo Jo Jo 

=士 + | + 4 A-w + 5 # = 3 + 手 - 










< n ), 其线 密度/ > = W U 为常数)，求它对原点(0,0)处质世为 m 的质点的 
引力. 

. 【解】任取弧长撖元山，它对原点处质 fi m 的质点的引力为 dF = 
' hn ^ 1 « r 0 f 其中是为引力常数， o 是向径的单位向 ffi . 将^ = d; = ^ •册 
代入，得 dF 在 I 轴的投影为 


dF x = • a6 * rdd ♦ cosO = • a^cos^dd. 


在 : y 轴的投影为 


■ km 


< 2 $ • rd9 • sin^ * 


_ km 


aOsinddO , 


故 


- | o ^ • adcos $ d $ 


— j " ， isi 


I 汐 d 沒 =- 2 


1 

Jc 


• a 6^ ndd 8 = 


夕 cos 夕 


M ； 


cos ^ d ^ 


_ km 


>0, y>0, «>0 的 


l 例 <5_ 25 〗 计算球面三角形 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , 

围线的重心坐标.设线密度^0 = 1. 

【解 } 线密度为常数，曲线有对称性，只计算重心的 a 坐标即可.记 

AU ,0,0), D ( 0 r a , 0 ) t C ( O . O ^), 再记*2, BC , ^分别表示球面三角形的 
三条边.该球面三角形的质 fi 


JL 

T 


工0 = 


M = \ L pds = 3 l^ dJ = : 


3_ 

2 


M 


M 


acos ^ » a 66 + 0 


J 2 a 2 cos ^ d ^ 


M 


la 1 4a 
~ 3 $ . 

T na 


于是，重心坐标为(竞 m 

【例646】计箅下列第二型曲线积分： 

(1) [ ( <-r 2 - 2xy)d^r + (y 2 - 2 巧）心 ， L 为 y * x 2 从（1» 1) 到（ - 1,1); 

(2) J l (x 2 + y 2 )<Lt + (x 1 - y^)dy f L 为以 A(1,0), 3(2,0), 0(2,1), 
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Z >(1,1) 为顶点的正方形沿逆时针方向. 

【解】（1〉原式= j * ( x 2 - 2 x • x 2 )dx ^ ( x 4 - 2 z • x 2 ) • 2 xdx 


=1； 


- 2 x l + 2 x $ - 


(2) 方法一 

原式 d _b + + _b + u2 + + ( ^ _ 

= f ( x 2 + 0 2 )dx + \ ( 2 2 - y 2 )dy + ( (^ 2 + i 2 )dx + [ ( I 2 - y 2 )dy 

4 小 -+M 。 -i-m-W)=2. 1 

方法二应用格林公式. 

原式 = j (2*1 - 2y)dxdy =八 dxj" o <2：c ■ 2y)dy = - l)dx = 2. 

m 6-27J 计算曲线积分 f (/ - z 2 )dx + { z 2 - x 2 )d>+{x 2 - /)dr. 

(1) 1为球面三角形/ + ：^+2 2 =1， x > 0 , 的边界线，从 

球的外侧看去 》L 的方向为逆时针方向； 

(2) L 是球面 x 2 + + z 2 = a 2 和柱面 x 2 + / = ax(a > 0) 的交线位于 

Oxy 平面上方的 部分， 从 x 轴上 （HO) (6 > 点看去， L 是顺时针方向， 

【解】 （1) 方法一围线在 Oxy 平面部分的方程为：= cost y = sin^, 
2 ^0 (0<(9<2；0,根据对称性知， 

式 = 31*2 [sin ^ 6 •(— sin 6 } + (0 — cos 2 ^) • cos 沒] d 夕 

Jo 

= 3 f 2 (l — cos 2 $) dcos 6 - 3 2 (1 - an 2 6 ) dsin 9 
Jo Jo 


— 3 con $ - 


s 3 夕一 sin 5 + ^"sir^ 沒 


=- 4. 


方法二利用斯托克斯公式，设 S 为单位球面在第一卦限的部分，取上 
側.贝 J 

dydz dz dx dxd > 

丄 A 

3 y dz 

I ，- z 2 z 2 - x 2 x 2 - y 

• 


原式： 






- 2y ~ 2z)dy6z + (- 2z — 2^)dzdx 十 (- 2x 一 2j)dxdy • 


x — cos^sin^ 

,S 的参数方程为 * > = smtfsin ^>, 0< f < f . 

z = COStp 

3(x. v) _ - s\nd$\n<p cos 沒 cos 史 

3 、軋 9 ) - cose $\ n<p sin^cosp _ sm ^ COS9> * 

[ (- 2x — 2y)dxdy = - 2 \M (cos^sinp + sin ^sin <p ) cos ^sin 9 ?d tp 


由对称性知 


―- 2^ 2 ( coa & -v sin ^) d ^ J ： co&f sm 2 ^? d9 =_ 


- 2« - 2x)dzdx = (— 2x - 2y)dxdy = - . 


核 原式 》-4_ 

(2) 方法一 L 的参数方程是 

x--^* ~YCX3&d t y-~Y^nd t z 2 = *y - ycos^, (z^O). 


2 2 


原式 = rfK sin ^' (t 

[(fcoss + f ) 2 - 

= firi ~ 士一 + a 


f - T ^ 


cos 沒 


I ]+ 

f ) 2 ]. 


- - r - sin ^ 


cos6 


in 3 & + sin^ - sin 汐 cos 夕 + —cos^ - 


士 cos 2 沒 cos I 


cos 夕 cos 


4" - +sin 2 夕 Co® D d 夕 


4 


2k)= - 


方法二利用斯托克斯公式，参见第 (1) 小题的方法二. 
m 608] 求闭曲线 I 上的第二型曲线积分 

(1) L 为圆/ + / = a 2 , 逆时针方向； 

(2) L 为以（0,0)为中心，边长为 a , 对边平行于坐标轴的正方彤，硕时针 




方法二以原点为圆心，充分小的正数为半径作圖“逆时针方向 
t 时/完全包含在此正方形内部.在 L 与/之间的区域乃上_ P ( x ，： vO : 

A 和 QU ，>)= - 1 ^ 1 都有连续偏导数*且 = = 


warn 


, Z - x ) 9 L 的矢 fi 形式为 


L 的参数式为 a : = acosl y - Qsint , z - 7 t 








故 I fjdx + Qdy + Rdz < cIj = Ml . 

【例 6-3 U 设光滑闭曲线 L 在光滑曲面 S 上， S 的方程 々 c = / Ua ) •曲 
线 t 在0巧平面上的投影曲线为“函数 PU ,>, 2 ) 在 L 上连续，证明 

^ ^P{x t y t z)dj ： = ^ P(a:, y,/<or, y))dx. 

1证明1任给 /— 个任意的分法丁》分点为 ，《 o , ，《!，…，，》«0= »:»«)♦ 

第£个小弧对应空间曲线 L 上第: • 个小弧在小孤《^^^上任 

取一点 A f ( H ，0)， 在第 i •个小孤 A ^ iG , 上有对应的点 ATU ,， 负，/< ?i • 
?:))_ 于是 

广 ， 

<> P ( x 9 y f z)dx ® 7«* /( fr « 识 ））&,. 

J L *'" c «= i 

I 

=PCx, >,/{ >))d:c. 

J I 

【例卜32】计算 J = 其中乙为 x 2 + y 2 + s 2 = 1 与 j = * 相交 

的圆，其方向按曲线依次经过 1, 2, 7, 8卦限 • 
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【解 1 L 在 Ou 平面上的投影曲线为 h 
向.由例 6-31 得 


lz 2 = 1,其方向是逆 时针方 


= h 


= JT—• ( 为 ) 2 —0 卜 


【例《，33】计箅下列第二型曲面 积分： 


(1) zdxdy + jrdjdsr + ydzdx , S 为柱面; r 2 + y 2 = I 被平面 s = 0 及 
二 3 所截部分的外侧； 


9^9 

S 


dydz + yzdzdx + xzdxdy * S 是由平面 y ; « = 0和 


> + 2 = 1所围的四面体表面的外侧； 

(3) ffj 3 dycU + y^dzdx + z ^ dxdy t S 为球面 


的外側. 


【解】 （1) 方法一由于 S 垂直 TOxy 平面，故 | zcUd：y « 0.将 S 分为 

前半柱面 Su X = (取前惻）和后柱面 s 2: z =- / r ^ T 2 (取后侧）. 

对于 J [ xd>d2 , 因 Sl 和 s 2 在 Qp 面上的投影为 D : - 0< ? <3, 


dydz ■ I xdyds + J：dydz 


由对称性知， ydzdx — 3rr, 从而原式 = 6;t. 

— 

方法二 由于 S 垂直于 ar ; y 平面，故 | s ( Lrci：y =0. S 的参数方程为 
xi$dj y = x - z y 其中 2 n ，0 ^ ^ 3, — ^ 


B {6. 


xee .将 S 分为前半柱面 S 1: j ：= /7^7 2 (取前側）和后半柱面 S 2 : 
-/1^7 2 (取后侧）.则 









而 


: td*rdy + xdydz + ydsdx = 0, 


dxdy + xdydz + >d*dx = 


3dxdy = 3«, 


其中 ！)々： x 2 + ： y 2 < l .故 

«dxdy + xdydz + ydzdx = 9-ji - 3n = 67r. 

(2) 设平面 2 y -h 2 » 1 与 X 轴， J 轴和 z 轴的文点分别为 A 、 B 和 C , 对 


于 I • rzcLriiy ， 由面 AOC 和面 


垂直于 Ou 面，故 


I xzdxdy = 0,从而有 ffx * djd > = I j：zdxdy + 


: zdxdy = 


x « dxd > —— 


^%sc 


J drj x • Ody + j* dxj x • (l - x — >)dy — J 女 ^(l - x) 2 dx — (x 

- 2x 2 - x 3 ) d^r = 根据对称性 • 原式， 

fx = acos^sinp 

(3) 方法一 S 的参数方程为 = dsm^sinf , 0 < 9 < rr , 0<^<2 tt . 
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z — < zcos9 








由对玲性知 ： ^dzdy = JJy 3 d 
方法二利用高斯公式. 


xdz ~ 了 na 5 . 从而原式 


= 3 dr 


6.34] 设某流体的流速为 v ^ ik . y . O ), 求单位时间内从球面 
= 4的内部流过球面的流 fi . 

I 流世 Q = f[jfedyd« + ydzd^c +■ Odxdy» 利用高斯公式， 


0 )djdydz 


dxdydz ^ • 2 3 =专 《. 


§3 各种积分之间的联系 


基本要求 

掌握格林公式、高斯公式、斯托克斯公式，会用它 n 计算曲线积分 、 fi 









面积分. 

2. 掌握平面曲线积分与路径无关的条件，会求全礅分的原函数， 

二、主要槪念 和銪论 

4 

1_格林公式设 D 是由逐段光滑的闭曲线 L 所围成的平面闭区域，函数 
Q ( l ：0 在 D 上有一阶连续偏导数， L 是 D 的取正向的整个边界，则 

2. 髙斯公式设 V 是由分片光滑的双惻闭曲面 S 所围成的空间闭区域， 
P ( x y y , z ), Q ( x t y t z ) 9 及（^， 2 )在 V 上有一阶连续偏导数， S 的方向为 
外侧，则 


ft 


K 


$X dy 3z 


J 6 xdydz 


Pd^dx + Qd^dx + Rdxdy, 


3, 斯托克斯公式设光滑曲面 S 的边界为光滑曲线 L , 函数 
Q { x t y t z ), R { x . y t z ) 在曲面 S 和曲线 L 上有一阶连续偏导数，则 

H?) d 油 + ( |f _ |f) _ + ( g - 男 ) d*rd> 


d y 

— ^ Pdx + Qd ^ + f ? dz » 

其中 S 的侧和 L 的方向符合右手法则. 

为了便于记忆，常把它写成如下 形式: 




Pdx 4 Qd>» + Rdz 


6S. 


dydz drdx dxdy 

J _ J _ d _ 

dx 3y 9z 

P Q R 

COSO cos 戶 cos / 

J _ 

3 x 3 z 

P Q R 

4_ 积分与路径无关设 D 是平面单连通区域，函数 P ( x ，： y ), Q ( u ) 在 
D 上有一阶连续偏导数，则下列四个命题 等价： 

(1) 对于任一完全厲亍 D 内的逐段光滑闭曲线有 f/ir + Qcly = 0 ; 
(2> 对于任一完全*于 D 内的逐段光滑曲线 L , 曲线积分{ Pdx + Q 办与 
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路径无关，而只与曲线 L 的起点和终点有关5 

(3) 傲分式 Pdj ： +• Qdy 在 D 内是某一个函数《( 

.(4 J 等式 I 3 = 在0内处处成立. 

O X «7V 

此定理可以推广到三维空间上. 

三、常用解 B 方法与典型问理 
I 例 6-35] 应用格林公式计算下列 积分： 


的全微分 


u)l 

(2 )L 


)<Lr - (x 3 - y 2 )dy, L 为 


=1, 取正向； 


e^siardx 


L 为矩形的边界 


取正向. 


m ) ⑴ g =-3 x 2 , = 3 少 2 •故 

原式 S JJ( _ 3 j2 - 3y:)drdy = - 3 J* {x 2 +- y 2 )dxdy 

D D 

=-«: r 2 • rdr = - +丌 • 


(2) 应用格林公式 




鹿式= 


— ^sin-r )dxdy = I dx (- e~ x siny - ^sinx )dy 

J C 


= [{cosd - cosc)e -x - (e^ - e f 


一 cos <^)( 


(co&6 - co$a) (e^ — e c ). 


di = 


S = 女 f xdy - ydx = 女 a 2 {2sin z f - 3s\i 
a 2 ， 3 a 2 ( u ( 1 - cos 2 t i 1 , J _ 

= T ，2，r -~Jot 2 )^=8^ 

37】利用高斯公式求积分 jr 2 dydz + y 2 6 zdx . 
为立方体 0 < U-Z < a 的边界曲面，外侧； 








[例 6-38 J 利用斯托完斯公式计算积分/十 z 2 ) dx ^( x 2 + z 2 )dy + 
< x 2 + y 2 )dzy 其中 

( 1 ) L 为 •!： + >+ 2 = 1与三坐标轴的交线，其方向与所围平面区域上侧构 
成右手 法则； 

(2) L 是曲线 or 2 + y 2 + z 2 ~ 2 Rx , x 2 - i - y 2 = 2 rx (0 < r < R , z > 0 ), 
它的方向与所围曲面的上侧构成右手法则. 

【解】 （1) 原式 = (2 y — 1 z}dydz + ( 2 z - 2 x )dsdx + 〈2 *r - 2 y ^ 6 . x djy 

\ 

— 3 ( 2 x - 2 y)dxdy = 3 • f dxf ( 2 x — 2 y)Ay = 0. 

& Jo Jo 


(2) 注意到球面的法线的方向余 弦为： co Sft = ^ E , cosi ?= 士. cosy = 





^ i ? cosj 0 dS = R J dz 6 x = 0 (S 关于平面对称）》 j zdS = 
= Rnr 2 . 故原式 = 2 nRr 2 . 

i ] 设 L 为平面上闭曲线， /为 平面上任意固定方向，证明 

c > cos ( n , Dds = 0, 

J L 

的外法线方向. 

不妨取 L 的方向为逆时针，以 r 表示 L 任一点处的切向 fi, 且1 
方向一致， i 2 y = ( fl , /)► a - Ut x )* ^ = ( n , x) f 则7 = a - P ， 

osfi 4 sinasinp, 而 sina = sin (t,x)- 矛 ] =-cos{t» j) ， cos^ = 


iadx. 由格林公式， ^cos{n, l)ds = J sinad^ 


是封闭曲面， f 为任意固定方向，证明 
^ cos ( n » i)dS = 0 . 

<^，6，<:>为！方向的单位向3 > /M 是外法线的单位向 fi, 
y). (H'j cos( «./!) = accsa + bcosB + ccosr, 应用高斯公式 


的光滑闭曲线 , 

【解】不 : 

« 逆时针旋转 4 


= J [ xcos{n , x ) + ^cos(n , y)]ds » L 为包围有界区域 D 
. 的外法线方向. 

取逆时针方向，切线方向的单位向 fl 为 f 与致，即从 


其中 S 表示 D 的面积 









[0(6.42] 证明高斯积分 

卡 广 (巧 d , = 0， 

% 其中 L 是平面上一单连通区域^的边界，而 r 是 L 上一点到#外某一定点的距 
离， n 是 L 的外法线方向.又若 r 表示 L 上一点到 < r 内某一定点的距离，则这个 
积分之值等于 2 tc . 

I 证明】 不妨设平面上某一定点的坐标为 U , 1?). 由 = 

■ c ) 得 

cos{ r, n ) = ccks(r» x )ci>s(ff, j：) + siri{r, x)sin{/i, x) 


cos^ff , 


SAn(n, 


代入高斯积分，得 


I = j L = ^ L [^ S in(«^) + 

O ” feu ， 



d 5 


令 P = _ Q = r 2 = ^ ) 2 + < 7 - y ) 2 , 则 g = 

U - d 2 3(7 - 若^^是^；外的一点，则尸， Qtr 上有连续的偏 


导数，并且 = 利用格林公式 ， 1 = 0 . 

若点 U , I ?)在 c ； 内，在 c 内以点 u , y 为圆心，充分小的 r > o 为半径作 
—圆/,使得 / c < r , 方向为顺时针方向，则 


| = 卜本 = o . 

J L*l r J i r 


从而 

【例 6-431 


cos(r, n ) 


ds — 


% 

二 (> 

♦ 


计算高斯积分 


jf ds 


= 2n. 


其中 S 为简单封闭光滑曲面， 《 为曲面 S 上在点 U , 7 ， f ) 处的外法线方向, 
r = lrl ， r = + (!?-))/ + (? - tM , 对下列两种情形进行讨论： 

(1) 曲面 S 包围的区域不含 （ x ， y , •?) 点； 

(2) 曲面 S 包围的区域含 U ，： y ， r ) 点. 

1解1 设法线 n 的方向余弦为 ccxsa ， cosj 9, cosy . 
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* 

: 

M 


cos{ r t n) — cos(r, jc)cosa 十 cos(r,^»)cos^ + cos(r, ?)cosy. 

£ ■-车 _ 丄 U o 1 ^ 


cos 泛 


cosX 


因此，髙斯积分 


这里 

于犛 


/(x, >»»*)« ^ 二、在 d”df +■ + Z d^d^, 

Q - R » 


3P _ 
SS ~ 


3 ( 卜 x) 2 沒 _ 丄 - 3C ? - v) 2 _ 

r f ， 5 厂 r 5 - r 5 * ' 


3< C - g ) 3 


它们仅在点 U ，： y , 幻处不连续，因此 

<1)当曲面 S 不包围 （ x , y ， t ) 时 ， |f + + || = 0,由高斯公式有 

J ^/ g) d =… 

<2)当曲面 S 包围 Cu , z > 时，则以点为中心， e 为半径作一球 
V ,包围在 S 内，此球面记以 S ,, 将高斯公式用于 V - V , 上，即得 

T cos(r - ff >ds = 


^ r : n hs ^ 


dS = — 4it, 


故得 


=4^. 


t 例 6.44 】 利用高斯公式变换积分 


cos/? + ^cosy 


|( + + 玆⑽) ds ， 

其中 cosa, cost cosy 是曲面的外法线方向余弦 . 

I 解 1 原式 = | (& 4_ & + &) dxd ^ ds 

= J f ^ d ) d z + J^dxdz + J ^ dxdy . 


【解 1 


原式二 


{例 6-45] 计算下列曲面 积分： 


cos>0dydz 十 <> 十 cos 2 )dsdjr 


ur)drdj, S 是立体 D 
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的边界 面外侧 》 而立体 n 由 I +;y + s 1和三坐标面 围成； 

it) Jr - n 6 S , 其中 F ^ xU + y 3 j +- z s k t n 是 S 的外法向 .S 为 


x 2 + y 2 + = a 2 (z ^ 0) 上侧 . 

m\ ci) 由高斯公式， 


原式 


(1 


DcLrd^d^ = 3 dxdydz ― 


_ 丄 


2 • 


(2) 设 S , 为的下《 , 记 2 = S + S 3 ， V 是 2 所包围的 
立体，則 


F • nd5 = 


y 


ccsy)dS = II jc 3 d>»dsr + ^ 3 d«d. 


[ dxd > 


= 0_ 




• n6S • 


dS - 


F • ndS ~ 


y^cosp + « 3 cos 7 )dS 


I 


3(a* 2 + y 1 + z 2 )dsdydz — 3j" d^j* 2 d9>| r 2 r 2 sin<pdr » 
【倒证明由曲面 S 所包围的体积等于 

V = ^- J {xcosa + ycosfi + zcosy)6S t 


6 

5 


式中 COStf_ cos#, cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦 . 
【证明 J 由高斯公式， 


r(xcosff + ycos^ + zcosy)dS = \ fxd^d* ^ ydzdx + zdx4y 


I = I = v - 

[9S 6-47} 若 L 是乎面 xcostf + ycos/9+*cosy - p =0 上的闭曲线，它所 
包围区域的面积为 S , 求 


i 

/% | 

dr dy 

dz 

o 

cosa cosfi 

cosy 

Jt i 

1 

文 v 

z 


其中 L 依正向进行. 

【解】由斯托充斯公式， 
















® J ) di * + J </»( v ) dv . 


(3> 由于 


丄 

3 


4 


=xdx + y 2 dy - z z dz » 故此积分与路径 


充关, 


原式 85 ( ★ 


+如 4 


c : r =- 


一 —— — 53 ^ — • 53 

12 》 DJ 12. 


t 例6*50】求下列全傲分的庞 函数： 

(1) {2xcos^ - y 2 sinx)dx + (2ycosx — x 2 ^ny)dy i 


(2) ^~dx + ^~dy + — 


6 z . 


【解 1 (1) 设 P(x ， y) — 2xcos> - 


Q (^r* y) = 2ycosj - x 2 sin>. & 


知 P , Q 在全平面上有连续的偏导数，且 g - 2 ： rsin：y - ijysinx == . 因此 


积分与路径无关. 
方法一 鹿式 


=^ 2 + C ， 其中 C = C , - a - fc - 

【例 6-51] 求 I = # ^ H V 2 dY ，其中 L 是不经过原点的简单闭曲线, 

E 正向.设 L 围成的区域为 D , 

(1> D 不包含原 点； 

<2) D 包含原点在其内部. 

^ 当 u.w_(o ，。〉 时 ， g = = 

< OD 不包含原 点时， 由格林公式，7 = 0; 

(2) D 包含原点时，以原点为圆心，充分小的正数 e 为半径作 BU ， 使得 i 






® 若 D 不含 (2, 0)， 而含 （-2, 0). « / = 2 tc (负向）或 -2 tc (正向 
④若 D 既含 (2, 0〉又含 （- 2, 0)， 则 J = 4«(负向）或 - 4 it (正 向）. 
m 6- S 3： 在单连通区域 D 上有二阶连续偏导数，证明在 D 

+ = 0时充要条件是对 D 内的任一光滑闭曲线都有 f 《 

0,其中 g 为 L 沧外法线方向的方向导數. 

【证明】必要性.由干 

5 G • cos(«,x) + j- y • cos(n*>)» 

又 cos(n » x )ds = djy* cos(« , y)ds = - dx t 

故 LS ds : §S 3 ^ dy ~ = J(& += °- 

充分性. O = o . 叩 ㈣ = o -于是 S + § =o . 

【例 6-54] 计算积分 

r f (x + v)dx - (x - v)dv 

卜 Jt X 2 ^r 2 ， 

其中 L •是从点 4(-1, 0) 到 B ( l » 0) 的一条不通过原点的光滑曲线_它的方程 
是> = /( x ) 
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D - R ^- KO , 0)1， P , Q 在 D 有连续僱导数，且== 


is^X — lli- *7 
) 2 又 


因 L 不过原点，故/(0)>0或/(0)<0.若/(0〉>0,则 L 上的积分等于沿单 
位困/ + > 2 = 1上半圆周 i 从4到 S 的积分，于是 

- f (.7 ： + v)rir — f t — *v)dv 

J= L 


rO 

=J ((cos^ + sin^)( - sin 石）一 (cos^ - nnd)cos$]dd 

同理若 /(0)<0 .有 因此 i =| /(0)> °. 

t - TT , / {0 X 0 


» It. 


§4 综合例題 


I 9 i 6-55 J 计算 / ^ ^( y 2 - z 2 )dx + (2 s 2 - x z )dy + (3 x r - : y 2 ) d « ，其 

中 L 是平面 or + - 2与柱面 I x I + I > I = 1的交线，从2：轴正向看去 ， L 

为逆时针方向， 

分析 本理考査空间第二型曲线积分的计算.已给的空间曲线若化为参 
数形式，应分段计算，给计算带来复杂性.当然想到用斯托克斯公式. 

(解】 iES 为平面： r+：y + :»2 上 L 所围成部分的上側， D 为 S 在 Oxy 
坐标面上的投影， D = IU ， y)l + 由斯托充斯公式得 

I = ff (- 2y - 4*)dyds + ( - 2« - 6x)dx6x + (- 2r - 2y)Axdy 


=—J(4jr + 2y + 3«)d$ = — 2^(x - y + 6〉dzdy = — 12^Jdxdy 
= -24. 

【例6»56】（复旦大学 1999 年）计算 fTx 2 dvd « + v 2 dzd_r + r 2 dxdv . 


沿曲面的下侧 
/<1〉取上側, 






2 J d^| rdrj 2 (rcos^ + rsin^ +■ z)dz — it 


= C ( 4 


丄 


+ 士 — + 


今 — n = 


_ S _ 


-丄 


* — « = ~r~n. 


【例 647 】 C 复旦大学 19 站年）设 L 是单 位圆周 z 2 + y 2 »l ， 沿逆时针 
方向，求积分 

x - v)dx + (x + 4v)dv 


♦ 

, j 


x 2 + 4> 2 


【解】设/为 = € 2 ( o < €< y ), 沿硕时针方向，则原式= 
f + | = Jj + I 2 . 由格林公式 . /i * " 1^) = 0. 令 x = 


eco$^» y = fsin0, 贝 1 J 


h = 


(x - v)d:c 


4 v)dv 


x 2 + 4y 2 

—c ( eco$& ■ * 2 "sin^) sin 沒 + (ecos^ + 2esin 沒） 


cos 召 


6$ 


= f 2 * d ^ = 2 tt . 

Jo 

故原式 =+ / 2 = 2n. 

【例 6-SS 】 （复旦大学 2000 年〉 计算积分 [T(yi+v^><Lrdy ， 其中 




D = \(x,y)\x^0j y^Q> Jx + /y < 11 . 

I 解 J 作变换 r - 1 ： “ =/；. v = A , 则 : r - « 2 , y = u 2 , 且 D 在： 


下变成了 A = \(u t v)\u>0 t v>0, u + v <i\, I/I » 


3( x 3 


5(m, V 


2 » 0 

0 2v 


= 4 I I ，故 

原式 =JJ(« + t/) • 4wududv = J/wJ 。 uv(w +■ i/)dv 

厶 

〜 ) 1:4 
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[iK 6-59] (南开大学 1999年）计算积分 I = j s ( e f smy - my)dx + 

( fcosy - «〉办，其中是从 A (0, -1> 到 S (0, 1) 的右半单位圆周. 

,【解】记互？为从 A (0, -1) 到 B (0, 1) 的有向线段，则 


由格林公式 
h 

而 



故 I = + 2 sinl - m , 

. 【例《•⑽】 （大 连理工大学2000年)计算曲面积分 

I — pr s d;yd« + y 3 dzdx + z 2 dxdy. 


其中 S 为捕球面^ 4 = I 的外侧. 


a - b 1 c 


mi 由髙斯公式 ， r = 3 




2 + z 2 ) dxdydz t 其中为封闭® 


面 S 所围的区域.令 

x = arsinpcas ^, y — brsintpsmd t z = crcos < p . 

3 (x. v .z 


则 


S/I = 


d(r, 中， $) 


— abcr ^ sin^y 


— ^j* x 2 dxdydz = J d^J d^J a z r 2 $\n 2 pco& 2 6adcr 2 sln^dr 
= co^dddj ssin 3 <pj r 4 dr = a^bcK • ^ 


a ben . 


由对称性知， 
h ; 


y^dxdydz = ^a6 3 cw» 


1 


z 2 djcdydz = j ^ g ^ c 3 tc , 




故 J = 3 (/i •+• J 2 + ^ 3 ) = 3 ' Y ^^ ibcn { a 2 + 6 2 + c 2 ) = ^ 
【例 6-61】 设函数 fix ) 在 [0, a 】 上连续.证明 
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4 

= 15' 

abc - nia 1 + 6 2 十 c 2 ). 




在此变换下变为由《 = a , « = ^ « = - d 围成的区域 D，J 


■ I if f\ MU m i Mi I iH 114* KRBRSRinBBBii 


C 为上半球面 / + 彡=只 2 (»0)与圆柱面工 2 + / =反工（尺>0)的交线 

?轴正向去看按逆时针方向. 
t«】P = Q = z t R = y , 由斯托克斯公式， 


= jni?' s)^ + (if ~if) dzdjr+ ( 


^ sp _ 


dx 3 y 


dxdy 


=I dz<lj - dxdy . 


卜 S 为 2 = 


R 2 - jc 2 - y 2 


.rti 于 s 在乎面上的投影为 D ^: ( x -|- 


Rl 


心 t , 故 


由对称性知， 


dzdj ： = 0 •故 J =- 


nR 




【例 6.63】（0 安交大）设函数 f { u ) 具有连续马•数，计算积分 


d.vd« 






. V ， 




dxdy . 


.*2 _ 


2 为 *r >0 的锥面:/ + 2 2 - 
4 听围立体表面外侧. 

Q= 丄 〆 上*1十 


5= 0与球面 X 2 + + 2 2 = 1, X 1 + > 2 + 


[«} i£P = 


_3 


二 / 1 丄 1 


: 3 ,由高斯公式, 








， ） 在 （0,0) 的邻域内连续，故 
F’(f) = | 0 ( ^ I 0 ^ rcos ^* rsin^)rdr| dd = /( tcosff, ;sin^)/d^. 

lim 〉 s Jimf /(icosd, tsin$)dS ― 2?r/(0, 0 ) — 2k. 
t 一 0 t uJo 


【例 6.67 】 计算曲线积分其中 c 为 K + 

z g 代入 


〆 


【解】先求出 C 的参数方程，把 : y 


7 


- a 2 中得 


y 


a 

~2 


) 2 = f ， 


由此得 C 的参数方程为 
/=2 


= -^cos^r y = ^ ^ z = 兮 - "f"sin0, $ € [0,2n]i 


ds = >/ (dx) 2 + {dy) 2 + (df) 2 = 


原 s = Di" + i" sii ^ 


(1 + 2s\n9 + 
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第七章数项级数与函数项级数 

4 

级数理论是效学分析的重要组成部分，它与极展理论有曹十分密切的关 
系.是数学分析重要的理论方法之一，是研究 a 数的有效工具. 

* §1 数项级数 


— 、基本要求 

1. 掌握级数的基本性质及收敛的必要条件. 

2. 掌握几何级数 、 P - 级数的收敛与发散的条件. 

3. 掌握正项级数收敛性判别法，掌握交错级数的茱布尼茨判别法. 

4. 理解一般项级数的铯 Xt 收敛、条件收敛的祗念，掌握柯西收敛原理、狄 
利究雷判别法和阿贝尔判别法. 

二、主要槪念和结论 

1. 给定级数记称； SJ 为级数^心的茚分和数列， 

1 裊 _ I mm I 

9 

若 limS ^ = S 存在，则称级数收敛， S 为其和.若数列 ISJ 不收敛，则 

A 

称级数！] 发散. 

1 

B 

2. 柯西收敛原理 级数收敛 ㈡ Ve >0, 3 N 6 N \ 'in > N t 
Vp € N + , 有 IAM + w «+2 + ，.♦ + 〜，，I < e _ 

级数 D «„ 发散 ㈡ 3 e 0 > 0 ， VN 6 N + , 3 n 0 > N , p 0 € N \ 使得 

I %+i + 十 ••• + u H(>+Po I > Co . 

a 

3. 级数收敛的必要条件 苔级数收敛，則= 0. 

• •1 —® 
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4. 正项级数收敛性判 SU 法 设有两个正项级数和^]%. 

6«1 a ■ 1 

.(1) 比较麪别法：若对充分大的 «(IP 3 N € N \ Vn > N )， 有 u v ( 
«: v u (或^ , 其中 c >0为常数，则 （i )当_%收敛时， 〜收 

敛； （ if ) 当1>„发敝时，发散. 

a_1 

比校判别法的极限形式若 lim & =纟，则 

v « 

CQ 03 

( 1 ) 当0<丨< + 00时，与; E %同时收敛或同时发散； 

n ■I n_ 1 

(H ) 当 Z = 0时，由_£；%收敛可推出 收敛； 

B_ 1 "1 

CO 

Ciii ) 当/ = +« 时，由收敛可推出收敛. 

-_1 n^l 

(2) 何西判别法(根值判 别法） 设 lim & = /( 或]^ & = /)，则当 

w m 

;< lBt 级数芝 ；《„ 收敛； 当 / > 1 时， 级数 发散. 

n mi ji si 

(3) 达朗贝尔判别法（比值判别法） Sllm ^ = /,则当/ < 1时，级数 
i ； 〜收敛 ； 当^ > i 时，级数发敢. 

»• 1 Q 9 I 

(4) 柯西积分判别法 设函数/(^)在 [1, + CC ) 非负，连续，单调下降， 

fgf 

U N = /(«), 则级数收敛 ㈡ 收敛. 

(5) 拉阿比判别法设 Km«f i - 1) = S , 则当 S > 级数 f 〜 

«-» ^ « m *1 i fTi 

收敛； 当 S < 1 时，级数发散. 

5. 任意项级数收敛性判別法 

(1) 莱布尼茨判别法设交错级數 ^(-1 广 1 « n («„>0,« = 1,2,…） 

H ■! 

中的数列 U „ t 单调下降趋向于0,则交错级数 f (- i >- l « n 收敛. 

n si 
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(2) 若收敌， jm 2«- 收敛. 即铯对 收敛的级數必 收敏. 

n_l «•( 

(3) 狄利克雷典别法设（丨 ） 级败的部分和数列有界 • 

■■I 為 ■] 

即 3 M >0, 使得 I 氏 |< M (« = 1,2, ••_),( il >»列1«」单爾趋向于0,則 

鷇败 A 收致. 

] 

• (4) 阿贝尔判别法设（丨 >级败收敛 ， （B )«列1〜|单调有界，则 
&败1>太收敛 • 

罈 *1 

三、常用解 ■方 法与典翌例麗 

.. 【例74】若正项级数 i ； a „ 收敛，则级数 id 也 收敛. 但反之不成立， 

0*1 *■ I 

举例说明. 

1证明】由互收敛 • 知 lima s - 0,于是 3 N e N + ， V « > N •有 

一 

0< a , < 1. 从而，当 n > N 时，< a n , 由比较判别 法知， 级數收 

B 0» 

致.反之不真.例 如:取 〜=丄，则级数乏收敛，而级敢 发散. 

n .-j 0-1 

【例 7-2】设级数 |]«„各 项都是正的，把级«的项经过 fi 合而得到新级 

0«L 

即 

n*| 

U^i * +• tik^i + + «i #+1 . n — 0 t 1, 2, ••*» 其中 4 。 » 0, kfi < 

& < … < k n < •••• *2CJ„ 收敛，证明原来的级数也收敛 . 

分析从数列的角度分析其实质.设级数冗 《 n ， ^1/„的部分和数列分 

»•! 

别为 is n l 和 ITJ ， 则致列 17 M 是单调增加玫列 ISJ 的子 数列. 若一个单调数 
列有一个收玫的子数列，则该数列必 收敛. 从而当 IT „ I 收敛时， ISJ 必收敛， 
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收欽，记其和为 


3 M e N % 使氏， 2^< S . 显然 S , < s fl + , 对一切《成立，于 

*•1 iml 

ft , | S n l 单调上升且有界， 因此& 存在，即原级数_%收敛. 

轉 

[0|7-3]正項级数 D a . 收敛, a a +i < : 1，2,…〉.求证: 0. 

• M 一 

<9 

分析 当2&收敛时，~为无穷小《，本题考察~趋向于0的速度是 

n «t 

5比1 快. 
n 

IUE 明】方法一由条件知 ， "i n % m € N * * rt > m , 

(n - m ) a H < a * +1 + a m ^i + ••- + a „ < r mt 

S ； 中 ~ 为该收敛级数的余和，由此得⑽_ < -^— r m . 由于级數 fa a 收敢, 

n m 

玫 Ve >0，3 m 0 € N + ， 使、 < c . 由于 lim ― 11 — » 1，故存在 正聱数 

o n - mo 








因为正项级败 收敛， 由何西收敛原理知， Vc>C 




-+ <i2n < €/2 A a^x + a s + 2 + … • 

因为 | a a 丨单调下降，故0 < na n < €»因比 lim na „ = 0, 

注 （1>同理可证若收敛，且数列 U B | 单调，则 Urn 

__ 1 " 

CD 

(2) 仅由 2«- 收敛不能推» 0. 例如，设 

耱 

^ 2 , n # ife 2 , * » 1 , 2 , ••， 

t 

■T, n - k 2 t k st 1,2, 


a 2 , 


= 0 
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则2〜 收欽，但 

• ■I _ ♦替 

• I 例 74 j 若级数 fx 与 f > i 籌收敛 •《 级* fl 。 太 L S ( a » + 

■•1 a*l _•】 

6 t > 2 , f ； 也收教 • 

«-j n 

HE 明】①因为; fv - 与 2* i 都收 《, 故 s 2 ^ 收致，由于 

«_t ««1 **l 

1 a AI < a ^-^, 从而丨也收致. ® 由 £|<» A 丨收敛，知 

l «•! * _l 

f ；2 认收敛•又 iv •与 f > 2 -* 收致，所以， 2( a 0 + bn ) 2 * S(ai + 

•■1 ■_1 __l »«1 ••! 

2认+ 收致. ③设 \ = 丄， w|> 2 B = 2 七收敛，由①知 

n *-i n »»j n 

草敢. 

M «B «» 

m 7- S ] 巳知两正项级致乏和发散，问； SmaxU 。，％)， 

■ » 1 B_l *»l 

2 min ( « a > v fl ) 两级数的收敛性如何？ 

nm\ 

【解 1 fjminU ,，％〉 可能收敛也可能 发散. 例如，级数2 1 + ^ 1)W 

尊 _| «•> 

o 轉 

及文；皆发敦，但是 Smink ,%) = 0 + 0+ •••€)+. •.收敛•又如 
级致 S 士及 S 忐皆发敢，但是 f ^ min { u nt v „) ， S 忐也发歎. 

互] max (« n , v «) —定发散《 事实上 • max (« n , i »„) > ^ 0,而级數2 «„ 发 

JTj >•! 

歎，故 2 max ( t ^， v a ) 发歎. 

Q*1 

« 轉 

I 例7.6】若数列 Uhl 有极限， D « (〜-〜- J 收欽 • 则也收敛. 

«_1 *•! 

【证明！方法一设 s B = T " = Tf k ^ k - 4- i ), 通过计算得 

k^l i •] 

T„ = - ao - - a„-i +• na u - - S„-i +• na N . 


.189 - 





- a | < C + c = 3«, 由柯西收敛 « 理知，级数〜收敛. 

nmi 

轉 

注 （1〉由证明过程可知，在数列 i « i B l 有板阪的条件下， J ^ n ( a n - 

I 

收敛钤收斂. 

(2) 同理可证若数列有极限， 2 n ( a n - a ^) 收敛 ㈡ D 〜也收 

H ■ I «- 1 

敛. 

CP 嫌 

(3) 持别有（见例 7-48), 设芝>,收敛，且 lining = 0,则 D « U M - 

mm I n mrn i 

教 oo 

a n +1 〉 收敛，且由例 7-3 的注 (1> 可知，条件可 改为; 

f|Ml fl v] 

收敛，且数列 UJ 单调，结论仍成立. 

【例7-7】求证若 2 u „- c , +1 ) 绝对收敛，收敛，则收叙. 

*■] 1-1 »- 1 

【钲明】 B 为 Du ,-〜+ t > 绝对收 &• 所以收敛，从而 

m*i nm I 
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no + 1 no + 4 

由柯西收欽原理知，原级数发歉. 

[ W 7-9 J 对败列 UJ , \bj, 定义氏》左。*,厶 6* = b k ^ x - b k , 求证: 

⑴如杲 I S a I 有羿 ， J I 从 I 收敛.且匕 則念认 收致. 

9V_1 

且有 2 ® - 2 S » ' 5 

0 零 I «零1 

(2> 如杲-与 S 丨队!部收敛，则 收敛- 

"1 __ I _ _ I 

【证明】<1)设 m 有界 • 则 3 M > 0， | S s I < M . Vn e N + . 又 



2 I ^ J * 2 l，-i - M 收敛， 且〜一 0, 故 Ve >0，3 N € N ' V «> 


n , v ， eN' 〈杰， 1~1< 击 •于是 

2 I * I + l 厶* +1 + <**+2厶》+2 + .♦. + I 

4» _+l 

=I ( S n +i - S a )6, +1 + ( S „+ 2 - S ”“)6 B+2 + .. 

C ^M*P ~ + , I 

=I - SJf^i + U 6" +1 • 6" t 2 ) + … + 

S B ♦，- i ( — i >„ ♦户） + ♦声 I 

<| S 入 ♦! I + [ I S„*i(6 n+ t - \ 争 2) !+ *•• + 

I - 厶 •♦_) I ] + I I 


< M -3 Af + M ， 3 M + M ， 3 M = €j 

所以矣认收致，且与认 

(2) 证明完全类似^于例 7-7.' 

【例7.10】证明级数 i ； 1发敝. 

«r_l rt 

【证明】方法一 Vrt € N +, 34 e N + , 使得2*< n < 2** 1 •故 

C — 1 丄 _|_ i ▲“ I 1 I I ^ • 丄 ▲“ _i_ 





从而 is „〖 无上界，故级数士发 《• 

1 

、议一 取 - 

N ， 而 

IV 〜 _ 〜卜 | 1 


方法二 取 《 0 = +， V n e N ，， 取 no * N + 1 ，妁 = 叫，这时 》o > 


no + 2 


«0 




S = "2 = 10 


$ 


< —{ Q < 6 < 


0,由定 


由柯西收敘原理知，级致 S 七发敝. 

方法三由拉格朗日中值定理 ， lnU + D-lnu = 

1) •从而2 + > SClnd + 1)- In *] = ln <« + l ) — 

kml * i Al 

义知，级数 i ： 士发散. 

,-1 n 

【例 7-11】 求下列级数的和： 

⑴ i ； 2 ^; (2) 2 r " c «« x(l r l < 1). 

分析 11 1 适当选取0_利用 S * 和组合，建立关于火的方程，求出 S _, 
再求氏的极限. 

iff 】 ⑴ + ^ + 芕 

2 S m = 1 

1 In - 


4 + 4 +…. 2 «- 3 • 2rt - 


2" 




S„ = 2S„ - S fl = 


丄 

2 


(i-lM/l 1 _士卜 


2"- 

2 rt - 


2 1 


2 " 
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(7) i] -^； (8) 2 rr~n ( a >o). 

*•1 nvrt a «i 1 + a 

【解 1 (1) ( Lnn )^ = •当 n 充分大时， < ^,由比较判剎法 

rt n 

知， ！^收敛- 

(2> 由于 ~ ^Vnr < ¥,且 i ] <收敛，由比较判别法知， 

(”十士） n …” 

STTfTF 收敛 • 
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牧敛 .由比较判别法之极 


限彤式知， X 2 


由柯西判别法知， 发歡. 

L )" = e > l . 由达朗贝尔判别法知， 


< 1，由达朗贝尔判别法知， &数 f 


(2n + l)(2rt 


^ 1 >4 + 1 - 4-7 


收敎. 


一 士卜 H n ' ln - 把 〆 ■ - 1•而自士 *歡，结 


r < 1时 ， llq « 1^0»由级数收敛的必要条件知，8 

I 当《 = 1时， 级数为 f ]+, 显然发歡；当 H >1 时， 7 T 1 

m-l ^ 1 + a 

(士厂 收敢，由比较判别法知，级敗会厂^；收致. 

讨论级数舍 〆 . J . lpln „ 的收敛性. 

X ) = — , 1 “ • 它在[久+ 0 O ) 非负，单调下降，连续. 


由柯西积分判别法知, 









【例 7*14】 讨论下列级数的收 敛性： 

(1) 2]sin<« */« 2 + 1); <2) 2 (一 ^ 2 ~ • 

【解】 （1) wn(it V n 2 + 1 ) = (— l )"8 in(jc V n 2 'h 1 — nn ) — (— l)"sin 
- 7 == — ■ 数列 u , :如 1- —单调下择趋向于0, V » € N ^, 

v + 1 + n v »* + 1 + « 

2(-1)*|<1,由狄利克*判别法知， 2 sin(it /；了^1)收 》• 

♦ !■! 摩 _1 

⑵由于 = (-1)". 所以 2 = 收效- 

【例 7-15] 讨论下列级»的收敛性/ " 

⑴ C 2) S ^^ ⑶ | Trf ^> 0 ) - 

1解】⑴令 A =丄，則单调下降趋于久且 V « eN *, 

n 

I 2 ^ I - I 2 ■^[ccfifeU - 1) - axk(k + 1)] = 士 [aasO-asn(n + 1)] < 1 ， 
由狄利克雷判别法知，原级数收敛. 

(2) 令 ' =七~ * sin 言 ，则 

| | * I 2 I * 卜 11 号 + ^ nfr + sin ^ + **• •¥ sm^Y < 1 • 

又数列 U ， l 单调趋向于 o , 由狄利完 曾殉别 法知，族级 数收敛 . 

(3) 令= ( - n -, a , - rf ^<« >°>^ 则级数;收敛_ 且数列 

n L C .«l 

单调有界，由阿贝尔判别法知， I ； (- l )^ 1 ^_ ( a > Q ) 收敛 • 

*•1 n 1+ a 

!例 7^16] 设正项败列 I 单调上升且有上界，求证§ ^ 收 

敛. ■ 

I 证明1 = S • 又|心 （ 单调上升有上界，故 

存在，从而 _ u „ + l - z n ) 收敛.而 dj 单调下降有界，由阿贝尔判别 
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.s 


拜 断级败 g (- •的 收敛性(绝对或条件收致）. 

s 六 发散,根据比较 

判别法的极限形式，正项级数发敢.已知交错级数 

而数列 + 单调下降有下弄.由同贝尔 


发根据比较 


拜别法知, 


拜断下列级数的收敛性(铯 i 或条件收敛>: 


; ( 2 ) 2 (- 1 ) 


汗扭 (为 / i 卜扭①当夕〉 1 时 ， g 


六收 


改之；绝对收敛； © 当夕<0时，原级数显然 发散； ③当0< 


将通项改写为 
单调上升 U >4) J 


由于 f 办<1 


时条件收 


1时发敢，故当0 < P < 1时，原级数条件收敛. 


敛 










【例 7-19] 判断级数 S (- D " ^的收 敛性. 

, i 解】将通项改写为 （- = (- i )" ^ 级数 

2( - 1)"^ ■收 敛. 下面证明级败也收致 • 亊实上，其部分 

” 嘗 1 1 

和 

[*] 

C V '/ ^\ k^n cos 2 是 一+ cosZk _ ^ r \ 2 cos 4 fe _ c<D _ 0 ( 2 ) 

&<- l ) lk ( Ik ^ - S " 、 . 

但级数与 Ijf 均收敛，记它们的和分别为 S ⑴与 S t2> , 则 艮 

= S ⑴ - S ⑵，即级数 f (- l > u + i £ ^ 收敛，从而 原级数 收 
敛. 

.【例7.20】讨论下列级数的收敛性： 


⑴ 2( - 1；) ;⑵ 2 [ e - ( 1 七 士) 

«• 1 _■ 1 l 

⑶ u —' w (…) - 

【解】 （1) 由公式 e x = 1 + x + oU)U —0) 知 


a „ = n 

于是有 iima n /^7 = 1. H 此由 I； ^7 的收敛性知 f}( n ^ i - 1 ) 收敛. 

(2> 方法一设= [e - (l + 士广 '则〜 >0. 由于 (1 + 士)= 
产卜士） = 6.0)1 故〜 = [ e(l - 。(士 ））]户= 



，[忐+ °(士)]' 从而! = 奏故坂数 | j[ e _ ( 1+ 士） J 当户 

>1时收敛，当时发散. 


方法二 


因为抝 


(1 


= - ,所以 Ihn 



_e_ 

2 * 
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1 时收 敛, 


①当 o < #> < 1时，！^ 条件收敛， 

对收敛，故级敢条件收敛； 3 

= i r 知原级数绝对收敛.结上所述 ， g 
收 k , 当^ > > 1时绝对收敛. 

[« 7-211 讨论级致 i ： ^的敛 截性. 


由拉阿比判别法知 


级数收敛 


时级数发 









士 ( 1+ 士广匕 = 士 W ] = 

= 1 + 士 + 0 ( 士)，由高斯押别法知.级数舍 1 ^发散 • 

§2 函数项级数 


一、 基本《求 

1. 理解函致序列与函数项级数的一致收敛的概念. 

2. 掌握函数项级数一致收敛性判别法. 

3. 掌握和函数的分析性质. 

二、 主«概念和结论 

1. 一致收敛的定义设函數= 1,2 ，…） 与 / U ) 都在区间 i 有 
定义，若 Ve > 0， 3 N = N ( c ) € N + , V « > N t L 有 

|/ s ( x )-/( x )|< €> 则称函數序列 IAU )! 在区间 f 一致收敛于 / U 〉. 它有 
等价叙 述：®敗序列 (: r )| 在区间 J -致收欽于 ㈡ 数列& — 0 U — 
«), 其中 p , = S 對 I /„( x > - f{x) \ . 

函数序列 l / a U >| 在区间 f 不一致收致于 / u 〉 ㈡ 3 e 。 >0 ， VN e N % 
3 « 0 > N .及 X。 e /，满足 I /"。(知） 6 0 . 

若函数项级败的前 rt 项部分和函数序列 fS „(* r )| 在区间 J 一致 

HV) 

收敛于 SU ), 則称函数项级数在区间 J 一致收敛于和函数 SU 〉. 

nm\ 

用 e - N 语言叙述为:若 Ve >0, 3 N = NU ) € N ' V n > N , Var € f , 
有 t S ( x ) |< 则称函数项级数在区间 f 一致收敛于 

mml 

和函数 SU >. 它有等价叙述在区间 /- 致收敛于 s ( x ) ㈡ 數列内— 

■ *3 

0 (n -•* 00 )，其中 = su ^ I R u (x) \ = su ^| S n (x) - S ( x ) | . 
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2. 柯西收教床理 活败项级数 D uAx ) 在 S 间 I 一 致收戴 ^ Vt > 0 9 

__1 

3N € N% Vn > N, Vp e N + , Vx€ f •有 1 艺 《 *U)|< e, 

**■♦1 

函数項 RftijhOO 在区间/•不一致 收載鈐 3 e o >0, ViV € N ", 3« 0 

> N t p 0 6 N + , 及 h 满足 I 2 

*-V l 

3. 一致收敛性判别法 

(1) M - 判别法（魏尔斯特拉斯判 别法〉 设在区间 J 上 |、 U >|< 

Af n U = 1, 2, •), 且正项级数收敛，则在区间 J -致 收 

禽 _1 

ft. 

.(2) 狄利克®判别法 设（ I ) f > a U ) 的部分和函数序列 

JV« 1 

n 

在区间 ^ 一致有界，即 3M > 0， Vx € /, e N + . 有 

Ami 

I ( II ) 对每个固定的 x e /, \ a n U ) l 是单调 数列； （ B 〉 

imi 

\ a n ( x ) i 在区间 J - 致收敛于 0. 則在区何 / 一致收敛. 

»• 1 

(3) 阿贝尔判别法 （ 1 ) f > n u > 在区间 J 一致 收敛； （ B 〉在 
区间 J 一致有界；（《1)对毎 V 固定的$ € I , la n ( x )| 是单调数列.则 
^ af ,( x ) b B ( x ) 在区间 J 一致收敛. 

- 4. 和 a 数的分析性质 

⑴和函致的连续性若《，0)(« =1，2, …） 在区间 f 连续， ^ u B W ) 
在区间 f 一致收敛于 su ), 则和函数 su > 在区间 r 连续， " 

(2) 逐项积分 若 u n UHn ^ 1, 2, •«•) 在 U ， fr ] 连续，在 

«•} 

U ， 6?—致收敛于 S ( x ). » j [ S ( x)djr » 2|* tf B ( x ) dx . 
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(3) 逐 项求导若 u „( x )(« = 1, 2, -) 在区间 J 有连续的微商 
■» ^ 

S « B (^) 在区间 j 逐点收欽于 SU ), £ ^ n ( x ) 在区间/ 一致收敛于 <T 

K«1 

W 在区间 r 可导，且 S ' u ) = a ( x )， 即 S ^ x ) = f ^ u n ( x ). 

M9l 

三、 常用解 ■方法与典轚 锊邏 

【«7. 22 】 （大 连理 工大学2000 年） 证明 f « e -« S (0, + oo ) 不 
但在 [A +«>>—致收敛，这里$是任意正 is . 

H 2 明】由于〜- , c Sip _ u a ( x ) = s ^ nt ^> u a [M = ne - 1 


故 U fl U ) 丨在 (0, + ») 不一致收敛于 0, 从而2«厂《在(0, + oo ) 不一3 

nmi 

致 .• V J ： 6 [^ + 勿） ，当 n 充分大时，有0 < ne "^ < 而赛 

收敛，由 M - 判别法知，该级数在[>， +«) —致收敛. 

• •1 n 

注证明一致收敛性的主要方法： 

(1) 先求极限函数或和函数，然后按定义证明. 

(2) 应用等价叙述，考察数列外是否趋于0,其中& 
5智 I fn ^) - /*(工〉 | 或 p n = I i ?,( x ) I « I S „( x ) - 5< J ：) I . 

(3) 用三个 基本判 别法: M - 判 别法， 狄利 Sc 鬌判别法，阿贝尔判 别法. 
C 4) 一致收敛性的柯西厲理. 

(5) 利用结论：若 U n U > l 在 K 间 J 不一致收敛于0,则级数 
区间/不一致收敛. *" 1 

【闲7_23】讨论函數序列 / B ( x ) » 丄 + 在 <- oo , + co ) 的- 









设函败 /( 


b ) 有连续的导函数且 
在 < a , 内闭一致收敛于 /( 




]一致连续 

















, u \{ x ) < 0 P 于是 《 rt (之）在 = ▲处取得最大值，所以 u u ( x ) =〜（怎) 

n 

« J Z )- 4^ 2 • \ Vx € [0, + co ), 而2如 -2 七收敛，故原级数在 

v n 1 n n .j n 

t + «>) 一致 收致. 

方法二 由几何级数的求和公式知，当 : r >0时， s ( a :) = S ^ e '" 1 " = 

H^Q 

7^I» ^(0) * 0. 'in € N* 9 /„(x) * j(x) - s n (x) - 

-2 -<»>l)x 

^ _C __ f\ 90 

l - e _ " * X .故级数 ^ x 2 e - u 的一致收敛性等价于函数列 I 八 ( x)l 

0, x = 0 "*° 

致收敛于0,下面证函数列 lf ,.( x >) 在 [0. +~>—致收敛于 0. 当 ar >0 时， 


I ■: im a _ rmcimPMmtA ii» 署 


IMg 胤 
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这样 • Vn > N r Vx 6 [0. + oo )，|/, U )|< e , 因此，乏> 2 ^"在[0, 

«a 0 

») —致收敛. 

im 7.27] 讨论 ^ 气 f 在 (0, 2幻的收敛性、绝对收敛性及一致收致 




用三角函数积化和差公式得， 2 sin 4 sii 











印序列 { 在 2; r - d - 致有界.根据狄利 克雷判 别法，级数 

>-1 

f ； 在[心 2«- 幻一致收敛.即级数在 (0, 内闭一致收敛. 

..j n n 

m 7.2 S ] 若级数 [ 乂 ( X )在 [«• 6] 绝对并一致收敛，级数 

«_2 

在 [«. 6] 是否一致收敛？ 

• vi 

【解 j 考察级数 f ] c - ir ( i - x > x w , o < x^u 易知(- t )- a - 

x ) x n = J ^ x + ~ 1 1) , o < x < i •而 f ]{- iyn - x )^- :(:+?〉 = 

^ 在 [ o , l ] 一致收敛于 o , 因此&(-1)"(1-工）？在[0, 1] 一致收 

敦，又由 - jr ) ar - = f X， < ^2(- 1)"(1 - 绝对收敦， 

但 2(1 ~ x ) x n 的和函数不连续，由一致收敛的性质知， 

2 | (- 1)-(1 - x ) x u I = 2(1 - x ) x H 在[0, 1] 不一致收敛. 

Iffi 7 . 29 ] 证明级数关于：*:在（-的，+印）一致收 

jfrl n + x 

致，但对任何 a 并非绝对收敛； 而级數 虽在(-的， + CC ) 绝 
对收敛，但并不一致收敛. 

【证明 J 由于+ 因此对每个固 
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定的 z e (- cc , + oo ) 关于 „ 是单调的，且在 （- oo , + 0 O ) —致收敛于0•而 
| 2(-1)*1 <1,由狄利 K 當判别法知，在(- 00 , + 

身 -j _-i n + «x 

，一致收敛. 

下面讨论级歎 i M V«c €(-«,+ CO ), 它为正 项几何 级数, 

a «J {1 ^ X ) 

公比… d 

易知和函败 S ( 

由于 sup \S a U) - S(x)} = 1, 因此级败 ; f] ,, 在 (-«, + oo) 

不一致收敛 . 

注 <1)类似可证 S ( 厂 i / K 在卜00, + CO >— 致收敛.事实上，由 

于^^^ = 1 + ^ + "1 + ^<^ = i - 从而 [ rfe 在(― °°. 
+ co ) —致收敛于 o . 而 | & (- 1)叫<1，由狄利克雷判别法， j ； 

*■1 .-1 (1 + x J 

在 （- 00, + ( X )—致收致. 

(2) 上面几个例于 说明了 函數项级数的处处收教性、绝对收敢性与一歎吹 
敛性的逋含关系. 

§3 冪级数 

一、基本《求 

1. 拿撞幕级致收敛半径及收敛域的求法. 

2, 掌擓幂级数的和函数的性质，会求一些幂级数的和函数，并会由此求出 
某些数项级数的和. 
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3. 理解函 《 可展开 为泰勒级数的充分必 S 条件. 

4. 掌握一些常用函数的麦克劳林展开式，会用它们将一酱函败间接*幵 
成幂级败. 

• 二、主 II 槪靠和铕论 


1. 阿贝尔定理 若幂级数在 ; n _ 0处收敛，劂对满足不等式 

■ •0 


I ^ l<r I 的一切点 z , 幂级数都收敛且绝对收敛 i 若幂级 数乏] •在 

x 2 ^0 处发散，则对满足不等式 I ^ I > I x 2 I 的一切点 : r ， 幂 级数都发散. 

由此定理可知，存在0 < r <+ oo , 使得籌级数在 I x l < r 绝对收欽，在 
I ^ |> r 发散.这时称 r 为*级数的收致半径. 

当幂级数只在 r = 0收敛时，自然理解 为收斂 半径为0;当* 级数在 
(-+ oo ) 毎点都收敛时，收敛半径为+ « , 

2.收敛半径公式 对碁级数 fa〆 ， 若 15 m 7^0 =户或 

，- 0 ■一 

um ^ =户(或15^7» p )， 则 （j ) 当0<户<+时，收敛半径 
< x n 丨 «—«• 

r =女； U ) 当 p = 0时*收敛半径 r = + «; (lii 〉当 p » + «时，收玫半 
径 r = 0. 


3.幂级数的内闭一致收敛性若幂级数的收敛半径为 r , 则级数 

^mO 

在收敛区间 （- r ) 内任一闭区间[ 0 , 6] —致收敛. 


4. 幂级数^在其收敛区间内可以逐项求导与逐项积分，且收敛半径 

• •Q 

不变，即 

= 自-，' Jc c S ^° )d, = s 土°,、 

x 6 (- r, r). 


5. 若函数 / U ) 在 x 

/<Xo) + /(x 9 )(x - Xo) 

的级数为函数 / U > 在 ; c 


= Z 0 处有各阶导数，这时称形式为 
^ o ) u _ o)2+ ... + ^ Uo ) 


- Xq ) 71 


23 … n\ 

•TO 的泰勒级数.当0时的泰勒级數称为麦克 
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故收敛半径为 t . 

当: T+l = 士，印 X 时，原级数为2 3 "二4 2)> ■ S i + 

$士(-子)”，而矣士发氣2 士(- 含广 收教，故此时级數发歡. 

当 Z + 1 f 即 X =- 专时，原级数为象(-= 

!；(- n 十 s 士(皆)"，而自7与索士(音 r 均收敛.于是此 

时原级数收敛.故收致域为 [- +， - D • 


【例7_33】求幂级数乏 > 2 x " 的和函数 SU 〉. 

• _ 1 

【解 】 r =丄= lim i 设 S(x) = f « V , Vi e (-1, 1>. 

p »—*» a a*l ■»! 

L Six ) = ，- V 2^-1 = 定义当 J ： =0 时， ^ 





积分一次铒 U/U〉) 


再积分得 戈 /U 




BSIRiBRRSSKljSGnBEnialwn^SVS^BRii^BSI^^ 




m mu I 


条件收敢; 




确定幂级数+ >卜 " u >0, 6 >0) 的收敛域 J . 

lim + ^7 = tn & x \ a t b\ t r = , 收 fifc 区间为 <- r , 

b t 当 《r »- r =- 丄时，则相应的级数为 

d 

这是一个条件收敛与绝对收敛级数的和，因此 

= r 时，则相应的级效为矣[士 + 含)" ] 发散，故/ = 

5 a < 6,当： + 时，则相应的级数为 

/ A 

-— ff - n , 这是两个绝对收敛级数的和，因此绝对收敛, 
















§4 傅里叶级数 


基本*求 

1. 理解三角函数系及其正交性的概念，理解函数的傅里叶系数与傅里叶 
级數的概念. 

2. 掌握函数可展幵成傅里叶级数的充分条件. 

3. 会将定义在 [-«, «]或[-/, 上的函敗展开成傅里叶级数，会将定义 
在 [0, /] 上的函数展开成正弦级致和余弦级数. 

二、主*概念和结论 

X . 傅里叶级«的定义 （1〉设 fix ) 是周期为2«的可积函数，令 
= 士 f(x)cosnxdx (n = 0, U 2, •••>. 

b n = 士 J /<x)sin«jrdr (n = 1 ， 2 , …) 》 

a 

Wa n9 \ 为的傅里叶系数.称级数 f + gU ^ cosrtx +^ sitin ^) 为 / U 〉 

的傅里叶级数.记为/{文〉〜2 ^ a » coanx + ^ uSinnjr ). 
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(2) 设 / U ) 是周期为 2/ 的可积函數，则有下述展开式 


fix ) — 


£5 


9 

2 a >»' 


6 „sin 


I , 


其中 


= 十 f (« = 0» 1* 2» 

= (« = 


2 , •••) 


(3〉若 / G ) 是周斯为2纟的可积偶函数，则 f { x ) 可展成余弦级数 

x ^0 ^ nTX 

- /( I ) 〜了 + 2 ^ rX n CX ^~~ l ~^ 

其中 =子 J*:/U)co5 于 di <« = 0, 1 ， 2, …) • 

若 / U ) 是周期为2纟的可积奇函数_则 /( x ) 可展成正弦级数 

/( x ) - 2 ^ sin 


其中 


b n - * y | /( jr)an <« =* 1, 2 r 


). 


2, 收敛性定理 若函数 /( x ) 以为周期，且在 [- jc , 7 T ] 逐段光滑，则 
/( x ) 的傅里叶级数在 /( x ) 的连续点收敛到 /< d ， 在 / U ) 的不连续点 (第一 

类间断或可去间断〉收敛到 /& • + 』 ) 专. 心二的 , 

3. 逐项积分定理若 / U ) 为在 [-«, ic ] 上遂段连续的以 h 为周 期的函 


St 傅里叶级致展开式为 fix ) - ^ + 2( a fll 


), 则对 V 


有 


f/(odr = r > + i：j 

Jj O X »- l j3 


)dc. 


三、常用解理方法与典型例匾 

[例 7-40] 将周期为 2 n 的函数 /< ar > = d ， x 2 < - < j < it ) 展成傅里 

叶级數. 

【解】由穴 d 在 〈- Tt . tO 中为偶函数，故将 / U ) 作以2«为周期的周期 
延拓，则其傅里叶系效有： = 0， * = 1，2» ••• ; ao *= _ ^| o ( tc 2 - x z )dx - 
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故原级数为正项级数 


由比较判别法，故原级数收敛， 

注设此级数的和为 y , = 1 + t + • 


• + 1，于是有 


公（士 - In *= H n - \a(n l) r» 


上式可写成 


ln(n + l ) + y + 其中为无穷小 y 


0,5772156649 … 为欧拉常數，此式刻画了 i 发散的级别. 


【例7-45】设且单调下降，则同时收澉或同时 


发敗. 


分析类似于数列的结论：设数列单调.則 UJ 收敛当且仅当它的 


另一方面, 


* 同时收敛或同时发散. 
论 f TT ^ TT 的收敛性 


,由例7- 













. 【例 7_47】 讨论的收敛性. 

• 11*1 

【解 1 方法一当《 > 1时， 发散 • 设 o <* a < i , 令《„ = /"， 

得 _ 1 

則且单调下降.因为2% 2 " » 2 V fWZ = ( la ^ y . 而当 2 a w < 1，即 


fl < ^■时，史 { 2 a M ) H 收敛，当 2 a w > 1，即 a 会丄时 ，芝) (2 a ^) n 发散. 

e «-i e *-i 

op 

由例 7-45 知，当4 i 时收敛，当 J •时发散. 

«-) e € 

方法二 令 a ,, = a 111 "， 则 lim n ( ^ 1 ) = limn 

lim n Ce -trvfl Iri ^ l * » ^ - 1] = lim n [ e 1 * 14 * (“" ) - 1] = lim ( - lna ) • 

，一 》 

nln ( 1 + 士) = h 士，由拉阿比判别法，当1：1士 > !,印《 < 士时， ga 1 "- 


Ian 


In ( n ^ l ) 


Cp 

收敛；当 Inlci ， 印 o > i 时，^；，"发«. J -时，级数为调和级 

e ^ e 

数 D 所以发散， 

fr x ri 


方法三 当 a > 1 时， Da - 发散.设0 < a < 1，取 /( x ) = 它 

19_ 1 


在[1，+ 非负，连续，单调下降. fin ) = a bw . 




( lnae ) 



a < — 


4ft 

由积分判别法知，-当 a < 1 时收致，当> J -时发散， 

"1 B ^ 

注分別取《 = 士> 士及 4 = 士< 士，则得象^发散，§ ^ 

收敛. " " 


【例7-48】设乏收敎，且 Umm 2 w = 0. 求证 D rtU „ - h + i〉 收致，并 
■> ■ 1 • — B €■] 
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ii . 由于 hi 收敏，可设 = S, X lxm = O t 故 tim T„ = 

• _« Jt^co •—m 9-*0» 


(n + l)a„^i = $• 即 2 ”（〜 一 a«*i) » 

»«I mm i 

】 判断级数 1； “ + 训 4 V,U + x ” “ >0> 的收敛性. 
根据一殻项的表达形式，先求积化商，然后灵活运用比较判别法. 

^ = 1 时.= ^ 原级数收敛 • 






lim 


=x - 1 > 


i 一 




收敢，由比较判别法知， 原级数收敛. 

总之， f ； T ：~~~ 收敛. 


(1 + ^)(1 + : r 2 )."(l + 

tt 

* sin 


[0)7*50] 判断级数 U 


4 




n 

T 


的收敛性. 


sin 


【解】由于 


n 

4 

4 




n 

T 




4 


n p 


> 


" +0 ( i )] = ^ + d .当 2p 

Xt 即夕 > +时，由第二项及第三项所组成的级数均收敛，而对于级数 


S 


s'n ~ b 

8in f — ，由于 | w -^| 单调下降趋于0•且 


kK 

4 


K 

8 


( n + i)f 


2 sm 


K 

S 


n » 1, 2, …，由狄利克雷判别法知, 




n 

T * 


它是收敛的•从而 m 级败当 p > i ■时收敛.又因^ 




nit 

4 


2 n fi 


nn 


«* 




M 级数发散 . C fil ) 当 c 时原级数发散. 


2 】?论级数 I ；的收紙其中^ >| 

S ^ S * /(X) 充分大时非负，连续， 

* 1，则 


cU 


xlnx(lnlnx)^ 


(1 - q)(lnlnx)^ 1 


Inlnlru : 


q^l 

g = 1 


1 时收纹 • 当时 发散； 故由柯西积分判别法知，原级数当 
收敛； p ^ l t g < l 时发散.若夕兴1，作代换 Mi = r 亩 








蚨 = 0 . 故积分 J 


M i 夕 （ Int) 


收敛，从 而原级 数收敛 ； 当； > < 1 时，取 


>0,使夕十 r < i _ 由于- ; ^ a^y 
^ TT ^： 发散，从而原级数发散- 


,故积分 


JT ；^ 发散，从而原级雛 

综上所述，可知原级數当/> = 1, 9 > 1或 p > 1，<?为任意数时收致. 


(例 7-53】判断级数 f (0< x < n ) 的收敛性(绝对收敛或条件收 

mml n 

欽). 

【解 I 当 P >1 时•由于 g2 ^ < ^ (0<之<界），且收敛， 

由 M - 判别法知 ， g 绝对收敛；连0< /»<1时，由于单调下降趋 

n €« 

千 .0, R 部分和 tcosru : 有界 (0<: r < ；0,由狄利克雷判别法知，^ 收 
» ■ 1 « ■! n 

致，注意到|巧产卜卜 i + 而 g 古当0<，<1时 

发散. 同样应用狄利兗雷判别 法知， 收敛，由比较判别法知， 
S 卜似 I 当 0 < 户时发散，故当 0 <夕<1时条件 收敛； 当 

A -1 ^ »-1 71 


p <0 时，由级數收敛的必要条件知，级数 互] 522 ^发散. 总之 ， Vx e <0, 

■=1 w 


«), 级数当夕 > 1 时绝对收敛，当 o < p < i 时条件 收敛. 

■ - 1 n 

【倒7*54】讨论函数序列 /,, U ) = 在所示区域的一致收敛性： 

( I ) X 6 [0, 6], b < li ( il ) a - 6 [0, 111 ( iii ) X € [ a 9 + oc) t a > 1. 

【解 1 < i > 当 0< 6 < 1 时 ， Vx € [0, 6], 有 / U 〉= iim 7 T -； = 0 - 

Ve > 0 t 取 N = [^|]+ 1 ， Wl V n > N , Vx € [0, b ], 有 |/；(工） ~0 j = 

< b v < «. 因此 /, r Cx ) 在 (0, b]{b < 1) 一致 收敛. 
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m 7-553 设 /\ U ) 在 6] 黎曼可积，定义函数序列 

^ f n U ) dt(n = 1, 2,…〉 • 求证在【1幻一致收敛于 0. 

【证明】 因为 / i (* r ) 在 [<^ 6] 可积，故/以：!：〉在 [ a , fr ] 有界 
0,使得 1/ iU ) | < M，Vx € [ a t b ). 于是， Vj G [ a , 6], 

|/ 2 (工）| 名 M(x — a ) ^ M(fr — a ) s 

I / j (^) I < mJ (x - a)dx = ( a : - a ) 2 ^ - a ) 2 , •*• 

|/ n +1 ( x ) - a )" <^(6 -以…， 

由于 f ] 气（6- W 收敛，因此 1 AU )| 在6]—致收敛于 0, 
注 这种迭代法估值在常撤分方程解的讨论中经常用到. 

[ffi 7-56] 设/(文）=^ 7^-2< 求证： 

_• 1 1 十 w 


Cl ) / U ) 在 z >0 连续； （2) fix ) 在 *r > 0时无穷次可微 





CO. 特别地，上式在 Jfl >专成立： /(^ o ) = 2 J + e „2~- 由>0的任 1 

性，就证明了 / U )= s yJ ^ T .0< x <«. 同理可证 / ( x > 任*次可导 
即证明了 /( z > 在 X > 0时无穷次可撖. 

=当 U < f * 时收敛，那么当2产 

2 5， 1 . 

%»0 

幂级数逐项积分定理.当丨 X 丨< r 时， }/( Od ^ 
上4/ + 1 收敛，由阿贝尔第二定理，在上式中令工 • 


<ln 

n +1 




求 W 级数的收敛半径与收敛区域 

n^l 

1 » l ； m ( - e . 知其收敛半毯为丄 










11 ■级数计算积分 J 0 


ln(l - 


dx . 


把被积函数展为幂级数 


ln(l - 


该级数在 [0, 1〕是内闭一致收敛的 


3 

当0 < j 


X 

T 


=- f； 两端令 f — 1-0,得 


ln(l - 


dx 


2】 证明：（1> 


云 (2n -1)1! sm 2gtl 

(2«)H 2n + 


1 = ^ 

(2n - l) 2 一 8 


巧妙运用泰勒展幵式并借助广义积分来证明级数问超 


(1) arcsinx = 


(2n - 1)!! 


tti KLn - 
y a . 'i I I /n 








^― f = X 逐项积分得， 

2« + 1 

f? . , , -A (In - 1)H f2 sin 2 " 41 ^ , f* , 

Jo S，n ^ dx + ^ (20!! Jo ^TT dx = Jo XCb> 

从而可得 §^^ = f 

【例 7.153】 设 /(x) 是以2«为周期的连续函数，心，\为其傅里叶系数, 
求卷积函数 FU) = — P /G>/U + c)di 的傅里叶级数，并且利用所得的结 







果推出李雅苷诺夫等式. 

【解】设 /( J：) 的傅里叶展开式为 fix') — ^2 + 2 (o w cosnx + )， 

将此级数乘 /U + £>并逐项积 分得： 


Fix ) = 


丄 

K 


J ^/(x + t)dt + 2 士 J_ (a s cosn« 

士 J:〆 (…) + 士 


t )co5«fdi + 


t)dt 




/(:t + 


2 [a n (fltfCOsnx + 6 M sinnr) + A„( 6„cosnj ： ^ d^sinru)] 


=y + - + bDcc&nx. 

当 z = o 时， ^ + Eu 2 " + d >( 李稚普宙夫等 式}. 
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第八章广义积分与含参变量积分 

♦ 

t 

§1 广义积分 

一、 基本 S 求 

1. 理解无穷限广义积分、瑕积分的概念，熟悉广义积分与无穷级數之间的 
共同点与差异. 

2. 掌握无穷限广义积分、 瑕积 分的柯西收敛原理，掌握无穷限广义积分、 
瑕积分的收敛性判别法. 

’ 二 、主*概念和 结论 

1. 无穷限广义积分设函数/(2>在 U , + «)有定义，并且在任意有限 
区间 U , A ] 上可积，若极限 lim P / U ) d * r 存在，则称此极限值为/(幻在无 

穷区间 + CO) 上的广义积分，记为 P ° V (： r)<lx = ]im f A /< x > dx , 并秫 

J a A— 

f /( x ) dr 是收敛的.若极限 Jim f /(; r ) dr 不存在，则称 f /( x ) d ^: 是发散 

的.和无穷级數相仿，称无穷限积分绝对收敛，如果 
fWl / UMdx 收敛.类似地有结论，绝对收敛的无穷限积分必收敛.若 

£~/(工)<^收敛， J ' fl / UUcbrS 散，则称广义枳分条件 收敛. 

2. 柯西收敛原理 f +< V ( r 〉 d : z ： 收敛 ㈡ Ve >0, 3 X > a ，当七，& > X 
时，有 | jV, (x)dr |< e. 

J + */( x)<dx 发散 «3 c q >0 ， VX > a , 3 q ， x 2 > X ，使得 
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|J"V(x)dx ^ Co . 

3. 无穷限广义积分收致性判别法 

.(1) 比较判别法设 / U ) 在 + cc ) 有定义，在任何有限区间 A ] 
可积. 

< i ) 若存在数当时， I/U) 而 £%( ：0心 收敛，则 

l/(x)ldr 收致.若 I /<j 〉 I 会 f ( 之 ） > 0 (*r>B )， 而 j * ^( 工 》^ 发散， 

J J Q 


则 f 、/( X ) ld 艾发散 • 

( II ) 若 9 { x ) > 0,且上 I I = t 则 

当 0< / < + » 时，由 J *+%( ar > d>r 收敛可以推出 f I / U ) Idx 收敛； 

. 当 0< / <+ oc 时，由 J + ° V ( x > 扣发 散可以 推出厂 l /( x > Ux 发散. 
特别地，取 9 ( x ) - ^ 作比较的标准时，有非常实用的形式：若 


lim x p \ fU )\= L 则当 p > 1，0< Z < + « 时， f +C ° l/(x) I (Lx 收敛； 当 

—+e© J gX 


夕在 1* 0 < / <+ cc 时 ，厂 I /(x) I dx 发散 . 

(2) 狄利克雷判别法 若 (" A / U ) cU 有界，即存在 Af >0, 使 


/(- r)dx 


WA > ai 容 U ) 单调且当时， 5U ) 趋向于0,则 


积分 j * /< x > g*(:r )dx 收敛. 

(3) 阿贝尔判别法若 f " Vu ) cLr 收敛，在 U , + «>单调有界•则 
收敛. • 

4. 瑕积分 设函数 /( x ) 在 ( a , W 有定义，在任意区间 U + M 上可 
积，在 U , V ) 无畀（其中 7 >0).若极限 lim f / U)dz 存在，则称此极 

限值为 /( x ) 在区间幻上的瑕积分，记为 f >(« r ) dx = iim f 6 / u ) dx , 并 

- 1 ** ， - .Q 4 + ^ 
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称瑕积分收敛•称 a 为瑕积分的瑷点；若极限 
l im j ' /( x 〉 dx 不存在，则称瑕积分£/(2)心发繁. 
r <， 5,瑕积分的收敛性判别法 

(1) 柯西收敛原理设瑕积分只有惟一的瑕点《3,则£/(^)€^ 

收敛钤 Ve >0，3 ? >0,当0< 时，有 | L + / U)dx < I 

(2) 比较判别法设瑕积分 £/( 工） d * r 只有惟一的瑕点 a . 

广6 

(j ) 若存在 S > 0 » 当0<丈<01 + $ 时， l /( j ) l < 而 j / Cx > d 工 

收致，则 fl / U 〉 丨 虹收敛；若当 a < z<a + 5 时.>0,而 
j % U)dx 发敢，则 J *^/ U)ldx 发散. 

(|1)若？（幻>0,且 则 

当0</< 十 05 时，由 j %< x ) dj * 收敛冷丨 /( x ) 丨 dx 收敛； 

当0 < i <+ »时，由 j % U )< Lr 发散令。 1/(^) Idx 发散- 

(3) 狄利克雷判别法设瑕积分 f 6 / U ) gU ) d ; r 只有惟一的瑕点〜 
*' /( X )dx © i ) 的有界函数， gU > 单调且当 x - ^时趋向于0，则 

• (2 中， 

b f ( x ) gix)dx 收敛. 

• a 

(4) 阿贝尔判别法 设瑕积分 f >( x ) gU ) dcr 只有惟一的瑕点^ 

|/{ x ) djr 收敛，容 U ) 单调有界，则 J " f { x ) s ( s :) dx 收敛. 

6. 常用的重要结论 

(i ) 无穷限积分厂> 1收敛，夕<1发散 U >0). 

(ji ) 瑕积分 J : 当 p < 1收敛，夕>1发散 • 
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常用解题方法与典型 例麵 


倒 8 -lj 求下列无穷积分的值: 


⑴ 

J 1 




(1 



j e ^^ sm&xdx 







91 8.2] 讨论下列无穷积分的收敛性 


^■nttlV^HsSSd 


由比较判别法知， ^ B : k l 心发歎. 

⑵当户<1时，呼 >+ u 充分大>，而 f 士妇发歎，由比较判别法 

Jr^fk 发散 . 

当 p>l 时，设/ > = l + < r (< y >0>, X 充分大时，< JT ^ Ti ， 而 
-^ dx 收敛，由比较判别法知，，扣收敦. 






















i = 1，2,…）. 这与 f /( x ) d ^ 收 敛矛盾•故 lim fix ) = 0. 

Jo i — ♦轉 

如果仅有 ir /( J ) da ： 收敛，以及/(工）在的，+«>上 fU 、>0 , 则不能推出 

0， x e n -l t w - ^J 

m/U) = 0. 例如，函数容 (•!） ， j ， n , , n = 1. 2 ，… 







则不存在，且它在 [0. + CO ) 上无界，然而 £ + ° Vu ) d：c = 2^ 

= i} ^ = i- 

"现把稍作修改，使每一狭条长方形顶边的中点与底边的两靖分别相 
'连，所得困数 / U ) 印为非负连续 S 数，且 J 厂 /( r)dx = y [ o + ~^< x ) d J ： = Y 
仍然收敛，伹！ /( x )^0. 

注 这是广义积分与级数的区别之一，即心收敛并不以 

Urn /( x ) = 0作为其必要条件，即使 / U ) 非负连续也是如此.那么，在 

j ^/( x ) dx 收敛的基础上，再添加怎样一些附加条件，便能使=0 
呢?本例中的“一致连续”，后面例 S -41 中的“ Uni / U ) 存在"以及例 8-42 中的 
收敛”都是一些合适的附加条件. 

J 0 

【例 S - S 】 证明若 / U ) 在 + O 0) 上单调下降，且积分 p / U )( br 收 

J a 

效，则 lim xf { x ) = 0. 

2 一 ♦篇 

I 证明】不妨设 a > 0, / U ) 会0.由 fix ') 的单调性知，> 

y /( x ), Vx € [ a , + 叫，因此由厂 / U ) dr 收敛的何西原理知， 
lim xf { x ) = 0. 

4 注 同理可进一步证明一般情形以及关于瑕积分的 情形： 


(1) 若 / U ) 在 U . + OC ) 上单调下降， a >0,且积分乜收敛， 
則 lim z b ^ f ( x ) = 0- 

(2) 若 / U ) 在 (0, 1] 上单调下降， lim f ( x ) 且 f^/CxWa 收 

致，则 ^ 0. 

【^-6】讨论下列积分的收敛性，若收敛求其值1 


⑴ 


7 f 工 dx j (2) J* lnsinrdx. 
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= nw 1" 叫 ) d( - o= j_ 
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在最后一个积分中作变换 e = 2x 得， 


|^ 2 lnsin 2 xdx = 士 


_ -L| j* ln^ntdt + j* Insinidtj = 

于是 2A = A - yln2, A = - yln2. 

. 【例 8*7】 讨论下列无穷积分的收敛性(绝对或条件收敛 >: 
/-、 f +< ° cosz , /,、 r^/jcosj , 


⑴ r ， : ； ⑵ r 鵠 & 

(3) jr 

t 解】 （1) VA >1, [ J^cosxdx j = 丨3〖11^-如1|<2.而士单调趋于 

0(j .^ + co ), 由狄利充雷判别法知， dx 收敢，注意到 

I cosx 丨 > cos 2 : _ 1 + cos2j = 丄 + cos2x 
\ x x ~ 2 x — lx 2 x 

同样应用狄利克雷判 别法， 知收敛，但 ^ dx 发散，因此 
p + dx 发散，由比较判别法知 ， f |^卜发敢，从而 JPfdx 条 


Inlnx . , 

•7 - stnxQx . 


1 cos2x 


件收敛. 


(2) VA >1, Ifco^cU <2, 单调趋于 0( 


)，由狄利 


克雷判别法知.]7^^收敛*注意到= 


Jx ■ COs 2 j 1 rh 1 “ - 2 * . — 

X + 100 + X + 100 厂 ：— 工 + 100 




样应用狄利充雷判別法知，收敛，从而积分发 
散， 于是发散. 故积分 心条件 收敛- 

(3) 'i A > 2 » 1 1 2 sinxdx <2, 单调趋于 0(3： ■»+ 00 ) ，由狄利克雷 


dr 发 
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收敛.当充分大时, 




L dx 发散.同样应用狄利克雷判别法知 ， h ™ cos 2 o:dx Ift 

^ sin ^ cLc 发敢.用比较判别法得 ， I ^sinx | dx 发教. 

nj ： dx 条件收歆. 

判别下列积分的收敛性： 

=*; (2) \ J tanardx. 

ix Jo 

^ = 0. a = «都是 fix ) = -^=的瑕点.将积分分成两部 




内只有一个瑕点 X 
















Iff] ①当 o > 0 时，由于 Hm xini = 0, 所以尿积分是正常积分 . 

②当 c = 0 时，由于 lim :^|kn:r I » 0, 原积分收敛 . 

• ③当一1<«<0时，令夕 = - a , 则0〈夕<1，取 g : p < 夕+ «<1， 
W 0 〈穿 < 1-夕，由于= lim Inx I =0,原积分收敛. 

④当 a 1 时，令 p = — a > 1, lim I J = lim I lar I = + °°，故 

K& 分 * 散 . * 

综上所述，当 a > - 1 时原积分收敛，当 a 1 时，原积分发散 . 

【例 8-10 〗讨论下列瑕积分的收敛性： 


n 

⑴ 

Jo 


0 7 x 2 ( l -^： 

* (3) I lnx I p ^x . 

Jo 

mi ⑴ Ax )= 


dx 


3 (2)f 2 - 

Jo si 


6x 




在 [0, 1] 有两个瑕点 & « 0, a = 1. 


ir t - dx = f - - * - dx 

0 y^ 2 (i - x) J o 7x z d - x> 


( 1 - 


dr = /j + If 


由于 lii 


X 


7 x 2 ( l - 


=1. lim <1 - x)^ 


(1 - 


= 1 ，所以 J 2 


德收斂，故 f ^ - 1 — 

Jo h 2 (l -〜 

⑴ J ? -T^ 费产 

Jo sin x cos x J o sin jccos ^ J * sin 

2 


dx 收敛 . 

A 

dx 


dx 


-h^- It - 由于 Um j ： 2 

j— o * 


~ m ^ j *' = lim ( ) • lim — V - « 1 丨故 “ 发散.从而 f . 2 扣 2 发 

wrjcorx ， — 0 ，、 smx > a- . 0 * caTx Jo sin xcos x 

ft. 

.(3) 当； >>0 时， fix ) = llrurP 在 [0, 1] 上只有一个瑕点 x = 0. 由于 
：lim lln ^ rl ^ = 0, 故 £ Unj l^dx 收敛.当户 < 0 时.取 a = - /»，則 


； lhn I lnx I p — lim 


iuu t 

Icvx 


0 , 而 lim I lnx I p = lim 


lnx 
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〒是 原积分收敛.錄上所述，当 p >- l 时 hUnxPdx 收致 
\nx | p ^x 发歎. 


讨论下列积分的敛歎性: 











的收敛性(条件收敛或绝对收敛）. 




所以 h 收致.对于 J 2 , |{^neclf = 
，时 单调下降趋于0,由狄利克:雷判别法 


知，/ 2 收敛，于是 原积分 收敛.注意到 Ui n xq > siT^P = y ( l - cos 2 x 4 ). Ib 3 
样应用狄利克雷判别法知， | o + " cos 2 x 2 dx 收敛，但 f ydr 发散，于是 
:% iii 2 r 2 dz 发敢，由比较判别法知， J ^ Unx 2 lcLr 发敢，故 J * f S hix 2 dx 条件 
收敛. 

【例 M 3 】 判断积分 J 厂 [(1-^) 3 -1 dx 的收敛性 ( 条件收敛或 
绝对收敛）. 

【解】 rti 1 -^) '- 1 ]^ = £卜，)1 - j > + 

f +a> rf 1 -^)" 3 - iLx 箱分 ni -— r 3 心是以1 = o 为瑕点的瑕 









积分.因为 sinx + 所以 (1-^) 

•与： ri 同阶， 故 3 dr 收致.而 (1 
01 - 3 d * r 绝对收敛.当^>1时，|^| 


= [赤. 


sinx 


.1 


> 0,所以 


<-<1, 利用 （1 


的 


麦究劳林公式得, 


(卜, 


(- i )- t - T )-( i )- 


一条件收致，而厂' ( 士 jdx 绝对收敛，所以 


已知 J 7 5 

f [( 1 - ,)、 - l]dx 条件收敛.综上_, f [( 1 - ’) ― 3 - 1] 如条 

件收敛. 

【例8-14】（东南大学 2003 年） 判断积分£ 

沪和 9 是参數. 


djr 


x p + x 9 


的收敛性，其中 


im ] 方法一 

,晒 


dx 






j /+ 


dx = 


+ x 9 

⑴当 P g 时 ■ j *: m n 

七 dr . 当 p < t 时，「 -\ dx 收敛.当 p > l 时 ， 「士 cLr 发散；当/ • > 
. 1 jf Jo jt Jo 


产 + Od « f + « 1 

1 时. [ 七 dr 收敛，当/ > <1 时》 士 d * x 发散 • 所以不论 p = q 取何值, 

J 1 X ? J I 

-定有 r 念发良 


由 lim 


u ) 当 ，关 7时，不妨设/><<?，对无穷积分^ 

rA 收敛 ； 当 《<1 时 ， irA 发 

散. 下面讨论当 g > 1时的收敛性.若/ >< o , 则为正常 
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— p - = 1( 若夕 *= 分，则该极限为 士). 所以仅当 y > 1,即 

^ ，夕 + 1 + 1 

rmxl />, q \ > 1 时， / 2 收敛. 

于是，当 min|/>, < 1, nwcl 户， g 丨 > 1 时， j *。 收敎. 

§2 含参变量积分 

一、 基本*求 

1 •理解含参变 a 积分收敛与发散的概念，理解含参变 a 广义积分与函数 
项级数之间的共同点与差异. 

2. 掌提含参变 ffi 广义积分的一致收敛判别法. 

3, 掌握含参变世正常积分、含参变 a 广义积分的分折性质. 

二、 主要槪念和结论 

1. 含参变 a 正常积分 J ( x ) = | yCx , y ) dy 的性质 

• 243 • 






(1) 积分号下成 极堪及 积分交换次序 设函数 fix , y ' i 在矩形区域 
[ a t 61 X [ c , </] 连续，則函数 /<: r ) » JV ( x , y ) dy 在区间 U ， 幻连续，且 
I * dzj /(:• y)dy * | dyj f ( x t >) dx . 

<2) 积分号下求导数设 函数 / U , « y ) 及广 U , : y ) 在矩形区域 [«_ d]x 
[ c , 连续，则函数: y )< b ； 在区间 [ q 幻有连续的导函数，且 

Hx ) ^ £ Vr ( x ， y ) dy . 

(3) gS 分限含参数的佾形 设函数 / U , W & fAx , j ) 在矩形区域 
U ，6] x [ c ，4] 连续，且 cU )， dU ) 在 [ a , 6] 连续可导，且 V : re [ a ， 办]， 

c < c ( x ), d (« x ) < d . 则 Hz ) = I * /( x » y)dy 在 U , 6] 连续可导，且 

J r(^r) 

r J < x ) 

f ’（ x ) = f :{ x , y)dy + f [ x t d ( x )] d J ( x ) - /[ x t cix )] c ^{ x ). 

J daO 

2 .含参变 fi 广义积分一致收敛的定义 设 /(: c , 定义在 U , b ] x 

[< r , + »)，且 Vjc € [ a . 厶],无穷积分 I { x ) = J f ( x , y'idy 收致.若 ■ V e 

>0, 3八 0 >。，使当八>八 0 时， [ a , b ] 9 有 y^y 则 

称含参变 fi 广义积分 J ^ VU , y ^ dyMa , 6] —致收敛. 

定义中的区间 U , 6] 可代之以开区间、半开区间、无穷区间等. 

含参变世广义积分 y ) 办在 [ c ，6] 不一致收敛钤 3 e Q >0, VA 0 
> c , 3 A > A 0 及工 0 € [ fl , &], 使得 / <^o» ^ e 0 . 

3 •柯西收敛原理 j ^/ U , 办在 U ， fr ] —致收敛钤 Ve >0, 3 Ao > 

«:» 当 A '， A ’ > A 。 时 ， V a : 6 [ a , 6】，有 J J ^/( x , y)dy < e - 

: y)dy 在 l >, 6] 非一致收敛衿 3 e fl >0, VA 0 > c ， 3 A \ A 0 > 

A 。 及： r 。€ [a » 6]， 使得 y)dy > eo . 

4. 一致收敛判别法 
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(1) M - 判别法 设存在函数 M (: y ) 与常数 B > c , 使得当与 j : € 
[ a , 6] 时，有 \/ U , : y )|< M ( y ), 而广义积分收敛，则 

j f + K > /( x f : y ) 办在 [ a , £0—致收敛. 


(2) 狄利克雷判别法设 （丨 > 含参变 fi 的正常积分 p / U , ^0办在八> 
c 与 ： r 6 [ a , 6] 有界 ， SJJ 3 M >0 ， VA > c，Vz € [ a , 6], 有 

\ A fix . y)dy <M; (El ) 对每个固定的 z 6 6], 函数在 (x， 关于 y 

是单调的，且当 + oo 时， g ( x t y) 关于: r 在 u，6]— 致趋向于0,则含参 

变 fi 广义积分 J ^° VU, y ) g ( x , : y) 办在 U，6] —致收敛. 

O) 阿贝尔判别法 设 （ i 〉 y)dy 在 [<2, 6]— 致 收敛； < ii ) 对 
毎个 固定的 x ^ [a t b], 函数 g(j, y 〉关于 y 单调， g{x t y) 在: r €• [a ， fr ]， 

:有界，则含参变量的广义积分 y ) gU , : y ) 办在 [ a , 6】一致收 
敛. ' 

5. 含参变 fi 广义积分的分析性质 

U ) 积分号下取极限设 / U , >0在 U , 6] x [ c , 连续，若含参变 

广义积分 r ( x ) = J ) dy 在 [ fl , 6] —致收敛，则 JU 〉 在 [ a , 6] 连 

续， ' 


(2) 积分交换次序设 / U ， ： y ) 在 [ a , 6] x [ c , +») 连续，若含参变世 
广义积分 /( x ) = f W / U ， y ) dy 在 U , 6] —致收敛， 则 pIU)dr = 

| dy | /( x , : y ) dx , 即 

rb 广 +» fb 

J dxj f(x t y)dy = J d^rj fix, , y)dx. 

(3) 积分号下求导数设 /Xx, ：>•) 和 f x {xn y ) 在 [a ， 办 ] x [<•• oo ) 连 
续， : y)dy 在 [a, 幻收敛， j^/ a (x, >0d：y 在 [ a , fr] — 致收敛，则 
Kx) = J fix, y)dy 在 U. d] 可导，且广 O) = j* A(*r ， >)dy, IP 
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fU ， y)<iy = y)^y- 


三、常用解邏方法与典 M 例題 


【例 S .15】 求下列极限： 

⑴ v : 2+ tj 2 如⑵ i^r 1+上户. 


mi ⑴因 


a 2 是连续函数，故 F ( a ) = 


V a ： 2 + a 2 dx A 


■ GO 


< a < - I - co 的连续 送致， 因此 Ilmr / x 2 +• a z dx = limF ( o ) == F (0)= 

a-H)J -1 «-»0 


(2) 因 r — y—i + « 都是连续函数，故 FU )= 

L + x + a 

■ IT 。1 + J-h a 2 dx 是 - ~< a <+« 的连续函数，因此 

limj* ― ^dr = limF( a ) = F(0)=— 


4 • 


【例 8 - 16 ] 求函数 F(x) = f°*% xV ^d：y 的导数. 
m ) 这属于积分限含参数的 IS 形，利用公式得 

F ^ x ) =广 IV - — 

J sirvr 

【钶8_17】求/ = limf — 


dy - e xl 
dx 


[ Iff ] lim 

广 D 


ill 


( 1+ f 




lim 


(rz 6 N + ). 


drr 


(l + yx ) 


r « _ 

= Jix(l + 


L(l + yx ) 


= f 1 ^ 

' Jo 1 + e x 


=In 


2 e 


故 / = In 


2 e 


【例8_13】利用积分号下求导法求下列 积分: 

(1) 1( a ) * [ ! n ( a 2 — sin 2 x ) dx(a > 1); 

Jo 

A 

(2) 1(a) ^ JJ 


arctan ( 


dr (I a I < 1) 
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而右端 =f 1 - I 'dy = - f -T-zdy^-f . 故左墙 # 右端 . 

Jo X + ^ 1 0 Jo > + 1 4 

方法二 令 >r = uanf» 则 

X 2 - V ， I - x - ^ can r ^ ^ 


」 { a x 

dy ^l u- 


o (j： 2 + 》 V’ Jo (x 2 + x 2 tan 2 0 2 

— ^ -^-(cos 2 r - sin 2 i)d/ - ^sin( 2arctan j . 

令 《r = >tanr, JljJ 。 (: 2 二 v 2 ^ 2 dx = - ^sin( 2arctan 士 ) • 于是 

左端 =j* ^sin| 2arctan 丄 ) dx ， 右端 =j* | J sm| 2arctan j d^». 

/(•r) = ^sin| 2arctan ~J > 0, V x 6 [0, 1 ]. 故左端 _ 右端 • 

m 8-22] 设 /U) 为可傲函数，求函数 FCx) = |V(y) \j ： -y\dy 
(a < b) 的二阶导数 . 

【解】当： r 6 6) 0 牙，由于 Fix) = J7(«y)(^ - y)dy + ^/(yHy - 

x)dy» 故 

r U) = x)d> 

=£ ^ - y))dy - £ J^[f<y)(y - x)]dy 

88 [ Ay)^y + £/(y)d>, 

从而 = fix') + J{x) = 2f{x). 

^ x ^ (a, 6) 时，例如 :r < a ，则 ) = j* f(y)(y - x)dy, 

故 F'O) = ^[/(>)Cy - x)]dy = - | f(y)dy t 从而 F^ix) - 0. 

同理，对于也可得 F*(x) = 0. 

综上所述 .roo = {，)， in 

t 0* j $ (a, 6) 

【例 8-23 】 设 F(x> = j%^cc«(xsin0)di9 , 求证 F(x)=2k. 

I 证明】因为 F(0) = \ U d9 - 2n, 要证 F(x) = 2n, 只须证 F(*r ) 为常 

Jo 
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m 8-24] 讨论下列积分在指定区间的一致收敛性： 

L ) (0 < a <+ «)? 

l ) P^e'^^dT, ( I ) a < « < 6, ( ii ) - <» < c < + « 
J —« 

广 +» 2 

m ] ( l ) 方法一设 ua ) = j o 、/^厂 0 dx , 由于 no )= 

2 /w 

作变换 t = V^r 可得， /( a ) = J o dx ㈤ f («) 

ce ^^ dx 在 0 < a <+ «> 不一致收敛. 


f 法二取 e 。= y | V j 2 d / >0, V N > 0 .取《。 = 点. 

fA * 

则 A ， •义， > N , c 0 6 [0, + oo )， 而 a , V 如 

<Lr 因此在 0 < c < + « 不一致收敛 

J 0 

2) 对任何固定的 a , | + V ( ^ 8)2 ^ 都收敛，令之 - 

2 广 +co 2 — 

(4 - a) dx = e _, dt = Vrc . 

J ^ CO 

I ) 取正数 R 充分大，使 - R < fl <6< R . 显然 > 当丨 a 





< + « 不一致收敛，当 # 


】（大连理工大学 200' 

b ) 连续， I ( y ) = : y)dz 于: y € [ fl , 6> 收敛，但厂 /( 

证明 I ( y ) 于 y e [ a , 6) 非一致收敛. 

分析 由柯西原理只需证3 6 o > 0, V Ao € (- •». + « 

> A 。， 及 y 6 [«，6〉使得 


, 6) cLr 发敎 


> A 


» y)dx 


>€ 0 . 又因为 


[ fix 、^)dx = f { f ( x , y ) - fix 、 b)]dx + f /(. 
JA J A J A 


b)dx 


> 


/( x » 6 )dx - 




fix , y 、- f { x P 6 )]djr 


所以只*证 


[/( x , b)dx ^ 2 e 0 , 〔•[/(:.))-/(:， 

r A J A 


6)] d . 


< eo- 


【证明 J 方法一因为 J *=/ U ， Mch : 发散，故 3 e 0 > 0， VA 0 €(- 


), 3 A * > > A 0 , 使得 


/(X ， d)dx 


^ 2 e 0 . 因 /( jc ， y ) 于 （- 


«, + ®) X [ a , M 连续，补充定义 /(t = lim 八 x , y )， 则 / U ， ： y 〉 于 

>—*• 

卜 ^ cc ) x [ a , fr ] 连续，从而 /( x 丨 y 〉 在有界闭区域 A *] x [ a , d ] 
一致连续.于是对上述 e 0 >0, 3》>0,当 lx -/I <5，1乂-，1<夂且 
x' t ^ [ A ' A # ], y , y m € [ a , 6] 时.有 I /*( j ' y ') - /( x *» y ^) I < 


€-0 


^ - A 

•A* 


T . 从而 ， I y - 办 I < 占时， 有 I / Xz , y ) - /( x » b ) I < 


€0 


A ¥ - A 


T , 故 


[ [ fix , y ) - f { x t 6 )]dx 
J A P 


< €(>. 结论得证. 


方法二用反证法.设 /( y ) 在 u ，6) —致收敛，则 Ve >0, 3 N > a . 


当 A ', A * > W 时，各），有 y ) d . 

J A 


< « .令 ： y — 得 


\ A f ( x , i>)dx 
J A 


< t ( A \ A " > N ). 这与 f + C V ( x » 6 〉dx 发散矛盾，故 

J 
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£[ a , b ) 不一致收敛. 

证明含参变 fi 广义积分 








由狄利克雷判别法知，积分 E "* 
【例 S .27】 证明含参变 s 积分 




















⑴得 jdx »^ 




【例8_32】利用^ fe * = ^：^%^ Z dy(x >0)，计算积分 


F : fsinxM^ 士 f T 心和 F, = 厂《 ^ 如=士 J: fdx. 

【解】在积分= jr ^\-^ 2 ay 两端乘以 sinx , 再在0 < ❹ 2 < A 
积分，得 


-E 
2 _ . 


_ 

y 


dy 


7 r + « vW , 2 r + ~ e-V . 

S sin H。i + / ^ + ^ 005 ^0 1 + 

，， r°° v 2 ^.-^ 2 . 2 r~ e - j ^ 2 , 

pHo 1 + 小 r77 ‘ 


因为 


<1, e-' y 


； < l . 且积分 r " 7^ 办及 P 厂 均收敛，故 
Jo 1 + v Jo 1 + V 


y 4 JO L * y 

上述等式右端的积分分別对 0<x 0 < + oo, (XaC+c •□ 都是一致收敛的，从 
而它们分别都是 0<0 ： 0<+ cc, 0<^1 <+ «> 的连续函数 . 令 A —o' 可在 
积分号下取极限，得 

2 


^inr ? r°° dv 1 • 

Jo 划 。 1 + /'^ SinXl . 


^~ s 1> 


V "€ 


y 


dy - 


V ； 


COSXt 


厂 


y 


4^ y - 


由于上式右端的后两个积分均不超过积分 f .令 

，一 „，得厂营。：激 「 A = 尽综上所述. 
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同理可得 




§3 综合例题 


191 803] 设 /( x ) 是 [1, +«>〉上 的可*函数，且当 


时 / U ) 单 


调下降趋于0,若积分收敛，则积分 f W x /(: r ) dr 收敛. 

[证明 I 由例 8-5 知， ^ xfU ) = 0. 又 J ^" V ( x )4 x 收敛，故 Ve > ◦, 


3 A > a ，当《里， u 2 > A 时， |« i /(« i )|< 十 . I «2/(“2) I < f • 
V( ^ )dx I < " I ■•从而 

|| X xf(x)dx s ： I x/(x) I { 2 f(x)dx 

= «2/(«2) - uif(ui) - I 2 /{x)dx 

^ j «2/(«2) I + I **l/C «1 ) I + I f{x)dx 


由柯西收敛原理知， f%f(x)dx 收敛 . 

【例 8.34 】 证明无穷限积分 f "Vu)d 工收敛 ㈡ 对任一趋于 + 0O 的单调增 

加数列 l ， "K 其中 : Ti = «2) ，级数 2 「 X- * J /U)dx = 收敛 . 

【证明】必要性，任取趋于 + oo 的单调增加数列 |x N l( 其中 A = a)_ 因 
为 f /(:r)dx 收敛，故 f f(x)dx — lim f r)cLt = lim f j)dx 

Ja J c • 一 J a J 

=sr* 4i /(^)dx t 即级数 s [ 〜 vu)c^ 收敛 • 且收敛于同一个数 • 
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充分性.设对任一趋于十 的单调增加數列 IxJ (其中& 级数 

M A A 

2 r _ i ( x ) 心 = s «« 收敛. 从而级数 rP +l /( 幻 打 的部分和数列 

4 

或{厂…/⑴ dx 丨也收敛于同一个数，根据海涅定理 • 

\\ mJ A f { x ) d ^ 存在，即广义积分收敛，且收致于同一个数. 

注 （1) 把无穷限积分与级 钕作形 式上的比较是很有意义的，本例说明》 
无穷限积分就相当于级数自 J ^ 41 / U ) cLt , 定积分 p / UWx 就相 

当于级数的部分和 iP U /< a ) dr . 因此，关于级数的性质和收敛性判别法大 

部分可相应地转移到无穷限积分上来. 

(2) 同理可证，含参变 fi 广义积分 JU ) = r °°/ U , : y 〉 dy 在 U , 6] —致 

J 0 

收敛钤对任一趋于 +CO 的单调上升数列 1 A n |, 函数项级数 y)dy 

CB 

=—致收敛（其中 A 1= c ). 亊实上，对任给的趋于+ «的 

n ■ 3 

单调上升数列 丨 / U , 由于= J ^" V ( X , Wd ： v 在 6] —致收敛，故 Ve 

> 0» 3 A 0 > c t VA > A。，Vx 6 [ a , b ], 有 >*)幼 < e _ 对上述 

A 0 , 彐 JV € N ' 使当 《 > N 时， A „ > A 0 , 从而 W n > N , V j € i < x t 6], 

jL ^ X9 y ^ dy J = |S}^ + V(-r» y)^y = I $« t u) I < e ， 这就证明了 

A 

在 u , 幻一致收敛.充分性用反证法即可证明. 

灣 

im 8-3SJ (大连理工大学 2001 年）证明若 ]* + ~/( 文)心 收敛，且 
Jim fix') = A, DU A = 0. 

t 证明】方法一用反证法.假设 A 乒0,不妨设 A >0( 对于 A <0倩 
形类似可证）. 
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由 lim f ( x ) = A >0, 则对 e 0 : > 0， 3 A >max|0, a\ t 当 x > A 

时，有 l/U) - A I < e 0 . 于是，当: r > A 时， /(x) >+• 从而发 

散，与收敛矛盾.故 A = 0. 

方法二 因为 lim fix ) = A 存在且 有限， 由例 2-16 知， /(«!) 在 
[ a , + co)— 致连续，再根据例 S .4 可得 A = 0. 

【例 8 _ 36 】（东南大学 2 。。 3 年）设厂 /U)dx. 厂 /u)dx 都收敛， 

求证 lim /( jt ) * 0. 

♦嫌 

【证明】方法一因为 fix ) = | V <0 dr +- /( a ), j e U , + co )， 由 
收敛知， lim/U) » ^存在有限，再由例心35得， lim/<x) = 0. 


• 方法二由于积分 jyV (: r)di 收敛，根据柯西 原理， Vc>0, 3A>c 9 
V ^!，3* 2 > A , 有 | J " 2 ,< x>cLr » \ f ( x 2 )- f ( xO \< e . 于是 Vlx w !— 


+ 的， 3 N € N '当 《， m > /V 时•有 x n ，“ > A ， 从而 | V(^)djr = 

I 

|/(^)-/(^)|< e , 这表明 l / UJI 收敛.故由海涅定理，极限 li m f { x ) 

X 一 ♦麯 

= a 存在有限，由例 8- 35得 lim fU ) = 0 . 

09 

方法三用反证法.设 lim / U ) 尹0,则3 Q > 0,及 A — + oa , 使得 
1/(^,) I > eo » 设 l /( x „)| 中有无穷多项为正（无穷多项为负类似可 证）， 则可 


将负项 去掉. 不妨设 f ( x n ) > € 0 (« = 1, 2,…），因 f /( x ) cU 收敛，知 
3 1 x ^1； + 使得 /(yj < f y m = l t 2 , … （若不然，则 3 G > 

0, Vx > G , 恒有 f ( x ) ^ 于是 A > G 时，二 V U)dx > yA co 
(A — + 00 )，与 [* f ( x ) 6 x 收敛矛盾）.于是 Vn , 有 n f ( x)dx = 
\ fUn ) >0. 与厂 / U ) da ： 收敛矛盾. 
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所以原积分收敛. 

Z 

【例 13 S 】 讨论瑕积分 P 1 ~ ^ dx 的收敛性. 

J 0 X 

【解1 当时，原积分为正常 积分. 当 m >0时， Ax ) = 
在 「0, 寻1 内只有一个可能的瑕点 I =0.若0<明<：2.则 






以 a = 0 不是瑕点，故原积分收敛.若 m > 2,由于 i〖m x w _ 2 • ―^ = 

g—*i* J 

n Lz T ^ *= 4 -. 所以当 0< m - 2 < 1，即 2 < m < 3 时，原积分 收敛; 
?* x “ 

m -2 為 1, 即3时原积分发散，综上所述，当 m <3 时 原积分收敛, 
;» >3 时 原积分发散. 

(例3_39】设瑕积 々 J ^/ dWdx 收敛 U = 0是瑕点），函数 / U ) 在(0, 1 J 

单调，求证[:/⑴心=把士2/{十 ). 

【证明】 不妨设 / U ) 在 (0, 1〕上单调减少， f ( a :) > 0,于是 









j L fix)dx = 

» * -1 n 

< 2j^/( J ) dj = | o /(^)dx. 

+ 4 - n — oo, *& 關*賴贝槪 

f/(^)dx - Hm 士 2/(+1 . 

Jo «-« n jt{ \ / 

[9( 8*40] 若 0 ： /< 戈） 在 u, + «) 上单调下降 ， lim X/U) = 0, 且积分 

x —令 《» 

f f(x)dx < + oo , 求证 • Urn x/(x)lnx = 0. 

ji 严 ♦« v 

. 【 il 明】由 <•+ <» 知， lim w J^/(Odt = 0 •又由 jt/U ) 在 
[a t -f oo> 单调下降， iim^x/(ar) = 0 知， j^/< f )dr = ^tfit) $ > 


)dt = 0 • 又由打 ( 工） 在 


4^ = 4- x /( x)lnx > 0, 因此 litn x /(* r)lar = 0. 

t Z I — ♦镛 

【例 8.41】 已知 /( x ) > 0 且单调下降，证明积分 U " Vu ) d ； r 和 
j^f(xhin 2 xdx 同时收敛 或同时 发散， 

分析将无穷积分转化为级数来间接地判别其敛散性. 

1证明 I 因 sink < 1，则由厂 /< z > dx 收敛可以推出厂 /(: r ) S Uw ： d : c 收 

裳•若 (* f{x)dx 发散 ， f /<x)dx = ^ f /( 工） dj, 由 f(x) > 0 且 

J a J a 9 

单调下降，所以 + 因此级数 f；/U + 抓） 发散， 

J a ^ «i v a 









(2) 由^ 收敛知，= 0. 因此在 （1) 的推导中, 

最后的极®将少去第二项，只剩下 P " 卜 ,, lim /(f)ln i : 

Jo 工 a 

注本例中的积分称为傅茹兰尼积分 

{「 f{ax) ~ x f{bx) Ax ， f(0)\ n j-{a > 0 . * > 0 ). 


【伊 J 8,43】 （大连理工 2002年〉设 / U ) 于 [ a , + 绝对可积.证明 










, > 0 的任意性知 》 上式对一切> 0均成立 






TnEmfSFUmm!^^^ 


^ -逐次求导, 
) x + a 

,!•+ i ♦ 

《(土 卜 -# 

…由致学归纳法，« 




V 6 >0, 证明广义积分 JU , 卢 
求广 义积分 Ka , ^) 的值； 




而积分 

J I 


a < 

bd 


b 2 ^ 




(0 


)， 


〆 


dx 收敛.所以广义积分 W 关于 o € [0, 6] —致 


收敛 •（2〉 于是 JO , 幻是0< « < &上的连续函数.由6 > 0的任*性知， 
JU , 沒）当0 < a <+ <»时连续 • 

- Ibx 1 I (0<^ < + 


由0< 


<^"ix 2 )(l^ a 2 x 2 > ^ (^ + 工 2 )U + a\x 2 ) \0<a o <a<b 

而积分 J 7 ^7^7^ 懷 & 




f*^ 3 I lnCl + a 2 x 2 )\ _, f 

Jo U 心： r 2 J dX = J< 


2 ax 


dx ^ 


0 ^ x 1 ) UX - Jo (^ + x 2 KL +« 2 x 2 )^ '* ^ 

当 0< Oo << r <6 时是一致收敛的-于是，当0<0 0 <(^<&时，在积分号 
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下求导 数得, 


的任意性知，上式对一切 


两埔积分，得 
艮，并注意到 J 


) 可*并求 


易知 f ( 0 〕 


对《>0—致收敛.利用积分号下求导得， 


• f 1 de - Q 2 r l dt _ 

- j« /T^T 2 a Jo 7lT7 2 (r 2 -ha 2 ) ~ 

十 17^(。 ㈣ • 


_ JT_ 

= T 


_ 5 

2a J~c 


从而有〜卜 fa-tfT^p 
C 为待定系数. 

令 = 0 ,得 no ) » o «- -r +1 


cu > o ) 


c ， 故 c = f .于是 



dx = ^-(1 + a - -/V 2 + 1) 


>0). 


【例 8-48】 （东 南大学 2004 年〉 设庐 > 0， 判别积 分 F ( 
cosjrarctanx ^ 的敛散性,包括绝对收敛，条件收敛和发散，并证明 















当 p >0 时连续. 

I 证明】首先讨论积分的敛散性.当 P > 1时，由于 




< Y • ^ X > i t 


而积分 f :_ 


^••古 dx 收敛，故积分 F ( p ) = K 

对收敛. 

. 当 0 < 沪 <1 时， 令 W ： r ) = 




dr 当^ > > I 时绝 




.则 


/⑴=丄立 


-px ‘ 


< 


- p(l + X 2 ) 


L + jr 2 ) arctaiu : 

X Ufi {l X 2 ) 


^1. 


充分大时, 


一 p{l + X 2 ) -T 


< 0. 从而当《!充分大:时， g { x ) < 0, 


g {^} 单调下降，且 lim = lim ~~ = 0;又 | 


*—♦» x p 

lsinA -8 iTil |<2. 根据狄利充雷判别法，积分 H 

-T-COS 2 ^ 


X 户 


cosjdx 
dr 收敛，又 


co&rarctanjr 




x f 


沉 iccos2x 

8^ Sx ^ 


，同 祥应用狄利克官判别法知，当 


0 < p < 1时，积分 J 7° S ^ d 3 ： 收敛，而 f ^ dx 发散.从而 


I 


dx 当0 < p 


<1时发散.所以当0<$<1时 > 原积分条件 


收敛. 


下证 F (/0 当夕 >0时连续. V>p G (0, + co ), 由于 






K 




, *r > 1. 积分 J 7° f ^ Tfdx 收敛，由狄利克雷判别法知, 




dx 在[穿，2外]上一致收敛，又函致 1 




在 [1, 
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X 2/ J 连续，故 F(p) 在 ff , 上 连续， 从而 尸 ( 夕） 在连续•由 

Pc > 0的任意性知， F { p ) 在 (0, + «>>连续. 

【例8,49】设 FU ) = J : ' (匕二 2) d : ( O^a <4 - oo ), 证明 

cosax , 

IT 7 drj 

<2) r ( c ) = FU )-~ (a >0). 

【证明】先讨论三个反常积分： 

产； ②厂 ㉟仏 

dx (- GO < <r < + «>). 

由 L(?T1 2 ) fr5 知，①，②两个积分对 

-«<.<+« —致收敛.由于单调趋于零及 si 姆的积分有卿， 
③积分对《 >0内闭一致收敛.由含参变 fi 的反常积分的求导法则，得广 U 〉 

= I厂 ria) = 17 ： 7T^ dx ; F{<t) ' f ' 此处利用了 



⑴广⑷= 

I 
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附录 1 《数学分析简明 教程》 典型习题解答 

第二章函数 

§ 1函数的概念 

2. 见例 1-24. 3. 见例 1-1. 10- 见例 1-2, 

H . 见例 1-3. 13,见例 1-4. 14. 见例 1-5. 

§2 复合函数与反函数 

4. 见例 1-6. 

第三章 极限与函数的连续性 

§2 数列的极限 

I. 用定义证明下列数列的极限为零：（(6)(7> 小超见例 1-8 和例 1-9) 

⑴ lim ^"^5 ⑸ lim ( 7 « + 1 - V ^>； 

(10) lim (丄十 a-") (a > 1). 

ti 2 明】 （1) V € > 0，取 N = [+] 十 1 ， V n > N , - 0 = 

^ T ±± < Z f = 丄< e . 
rt 2 + 1 n 2 n 

(5) Ve > 0, 取 N = [^ 2 ]+ 1, V n > N , | (/ n + 1 - J ~ n ) - 0 I 
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i n > N t j a w - 0 f » <!„ < e 2 , 从而丨 J ~ a u - 0 | = J ~ a 9 < e •若 a >0, 
- ► a > 0 (n -► «°), K V e > 0, 3 N € N + * V « > N , j a , - | </ at . 

I J~a H -Va I = 」声二 < I 〜 C I < e. 涛上，有 lim = 

Ja n +Va Va 一 

, 极限的定义改成下面的形式是否 可以： 

1) V « > 0,彐 N >0, 瑾《>/^时，有 Ix ^- fllCe ; 

2) Vc >0, 3 N >0, 当 ？ 1>〜时》有|工 (1 -0|矣€: 

3) V « >0, 3 N >0•当 n > N 时，有 | x „ - c I < Me(iW 为常 数). 
解】 （1> 可以 .（2> 可以 .（3) 可以. 

.若收敛，能否断定 I & I , 1%丨也收敛？ 

解】不能.如 a 53 0•九》 (- l> a _ 

设 x « <4 <%(« = 2,…），且 lim ( y a - x ,) = 0,求证 limx , = a ， 

» a . 

证明】 因 Hm (^ - a ) = 0,则 Vt > 0, 3 N € N ' V n > N , 
- x M ) - 0[ » I > a - x „ I < e =^ y B < x „ + e , 又 jr , < a < y ,， 于是，就 

















<3) lim ( •/ ~x 2 ~-t 1 - x); (6) tim ^ 


“a* j 』， 

*-♦«〆 一 4 


(8) 3im 



【解】⑶原式 '把洁 


(6 ) 因 lim 


($) 原式 = lim 


= 0 ，而 I sin:r 丨 < 1, 故原式 = 


=-T- = 0 . 



用变 fi 替换求下列极限 : 


lim x [ 士 ] ; (2) lim x*lnx (a > 0); 


Iff ] ⑴令 

-1 < It] ^ 
(2> 令: c = 


=t, 则当 x —0 + 时 ， t 


于是原式 =lim 而 
_ t 


< ^ < 亡 《 1 U 


_>，故贼 


, 則当 


0 ♦时 • 


, 于 是原式 


8 . 提示，利用例 1 - 17 的结论 . 

9 . 设 /(Z) 在集合 X 上定义，则 /(or) 在 X 上无界的充要条件是 :存在 
x H € X, ?? = 1 , 2 , •.*• 使 lim i /(jt h > | « + <». 

1诅明】必要性，设 /&) 在 X 上无界，即 VG >0, 3 a € X, 使得 
l/(x) I > 0. 持别取 G » 1, 3 心 € X ， 使 |/(^,) | > 1; 取 G = 2, 3x z e 
X ， 使 |/( 工 2) 丨 > 2; 取 G = 71 ， 3 ： c a € X ，使 \ > m 由此得 

到一數列 UJ CX ， 显然= + *>• 

充分性 . 设 UJ CX, lim l/(x u )! oo , 从而 VG > 0 , 3 N € N + , 

_ 

当； 2 >N 肘， |/U B )|>G ， 特別，取 € X , 满足 I \ > G t 从而 

/(x) 在 X 上 无界 . 

10 . 利用重要极 ® 求极限 ：（ < 6 ) 小 垤见例 1 - 1 S, ( 14 ) 小 B 见例 1 - 19 , ( 20 ) 
小理见例 1 - 20 ) 


. tAn^x 


(4) lim 


2 anx — 
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综上，原式= e x+l . 
LI 见例 1-21. 


12. 证明 limD ( x > 不存在，其中 D ( x ) 

^ X 0 

【逊明】根»实数的稠密性，在 Uo , X 
在 ( r D ，： r 。 + 士)内取一有理数 
[ x 0t xo + d 内取一有理数 x n , 取一无理数便得到两數列 
\ y H i » lim , r M = limjy w = xq > 而 = 1 ^ hmD ( y n ) = 0. 根据海涅定 
理的逆否命題，知 lim DU ) 不存在， 

13. 求极 Hlimcos 令 cos"f~“_cos：^；. 

n i 4 4 


_ fl , : r 是有理数， 

= U , r 是无 理数. 

+ 1> 内取一有理数取一无理 

X 2 » 取一无理数 >2; * •、在 




这样便得一个数列 a 
lim /( x N ) = + *» 矛盾 • 

18. 设函数 /(x) 在 (0, + « 




上满足方程 /(2： r > = fix ')、J 
«*)• 

6 <0, + «), 使得 / U 0 )= 











nni^wiHB 


lim fix ) = A » 则由本书 16 的结果可知 ， lim /( x n ) » A . 矛盾. 

— t 篇 ！!•♦« 

§4 函数的连续性 • 

1. 用定义证明下列函数在定义域内 连续 〆 (4) 小题见例 1-23) 

(1> y = - fx - 

【证明】（1> V « > 0, 当別 = 0时，取夕= e 2 ， 当0 < : < 衣时，有 
\/Z -Vo I ® 'fx < c ; 当 x 0 >0 时，取孑 = y ^ o €, 当 I i ■ X 。 I 〈咨 时，有 

|y^- yr ft |^ \f~ x ^ < l j if° l < e . 于是，该函数在 [o, +«•) 内连 
Vx ■*■ v ^o V ^o 

$• 

2. 指出下列函数的间断点并说明其 类型： 

(1) /(x) X + -Js (3) /(x) = cce 2 -J{ (4) f(x) = [^] + [- a]s 

IsinTrx , jc 为有理数 

(7) / U ) = ^( co ^), < U )/( x ) = ( Q> ^ 为无理数‘ 

【解】 （1) 由于 lim /( x 〉 = lim(x + J -) = oo . 故工= 0是第二类不连续 




是第二类不连续点 


T^mSm ■MliTifffSffRMi^E gsaiaK.yjg^^Mfl 







X 二 k 为可去间断点 . 
(7 ) 由于 lim 


fix) =- 1» 


lim 



fix) = 1, 



lim fix) =-1, k eZ. 故 x » 紗 + 号为第一类间断点 • 

(11) ①当 A # HA 为 整数〉 ，在 X Q 的右侧取有理数列丨及无理数列 
\ y n \j 使当《 — 时， x n jcot y H — xq . 于是就有 /( x H ) = simt : c 8 , — sinJTJo 
#0. /(^„) »0, 所以 lim / U ) 不存在，因此是 /( x ) 的第二类间断点. 

—J 

②当 J。 = * ，考察丨 /( «r) - /(xo) I = I /(jr) I < I sinirz I = 


I sinKx — sinjcxo V e > 0, 取衣 = 当 | x — | < 汐时，有 

Jl 

I /(Jr) - /(xo) 1 < c. 所以 : r。= A 是 /(•!) 的连 续点 . 

4. 设 / U > 是连续函数，证明对任何 c >0, 函数 

r - c, fix') < - c 
g ( x ) * "|/( or ), I f ( x ) I ^ c 

/( x ) > c 

是连续的. 

【证明】由 g ( x ) /( x ) I - lc - / U ) 门可知 • g ( x ) 是连续 

的. 

7 . 证明若连续函数在有理点的函数值为 0, 则此函致恒为 0. 

【证明】设 / U ) 的窀义域为八 fflj Vj 0 € J , / U ) 在点连续，则有 
Ve > 0, 3次 >0,当 |;r - : 0 | < 夂 cr e / 时.有 |/(工）_ /( x 0 )| < e •由 
有理数的稠密性，在 幻 中可选出一有理數列|义|，使得 — 
oo ). 由于 / U ) 在立0连续，则有 / U n )4/< xo ). 又 Vn , 有 fU ”) =0,从 
而 /< x 0 ) » 0•由 x 0 的任意性，故 / U ) sO ( V;r € /)• 

8. 若 / U ) 在 6] 连续，恒正，按定义证明^在 [ a , 6] 连续. 

【证明】设 fix ) 在 [ a , fr ] 连续，则 V To 6 ( a , &)，有 lim /( ar ) * 

*-*o 

/ ( xo ). 即 > 0，3 6 > 0,当 | j - X 0 | < h 时，有 |/ U > - / U 0 ) | < 

又 /( x 0 )>0, 由极限的保号性，3心>0,当1之-別|<在 2 时，有 
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■ _4 
_ 


■9 iSl 

m% yj 


MM *} 


■ fnR'fnriiBB 


''. im ^ m^wfSm 


; 在 X =* a 与 X = 6 时也连续，只需分别将 

: r <邊即可.综上所述， A 在 U , 6] 
之）为区间 U , 办）上的单调函数，若 
% fix ) 的第一类沔断点. 








立 / U ) 而 V € > 0_ 必存在 A e ( a t 工0〕， ffi 得 /( Xi ) > 卢 - e , 

=xo - xi > 0, 则当-彡 〈： c - :o < 0 时，有之 i x < x 。， 成立 /(工1 

fix ). 于是 - e < /( q ) -尹 </ U ) - 卢< 0,即 lim / U ) » ， 

*-*0 

同理可证， lirn /( x ) =* a » inff /( x ) I x € ( xo » 6)(. 

*~**o 

由上证明可知， * U ，6) 上单调函 数在& 点的左、右极限均存在.于是 
必是 /( 幻的第 一类间断点. 

U . 见例 2-20. 13. 见例 2-21. 14. 见例 2-22. 


^^■n^MCTggMiig^iMiKEMswgBgiW^aBgi^aifciKagiB 




是就有 a2 >/( a2 ) = <23 
单调下降且有下界.从而 











【证明】 賊巧 <1 


1 

- If 1 ， = 


-2dn 2 y 


=Iimexp" 


xl 

4 


第四章微商与微分 


§1 微商概念及其计算 


1. 求抛物线 : y = 在 A ( l ，1) 点和在 B (-2, 4) 点的切线方程和法线方 


【解】 在 A ( l , 1) 点的切线方 程为 : y = h - l , 法线方程为 y =_ t：c + 
在 B (-2, 4) 点的切线方程为 :y = -0-4, 法线方 程为 ： + 

3. 试确定曲线 y == !rur 在嗯些点的切线平行于下列 直线： <1)，= *r -1; 
(2) y = 2 x -3. 

m ) (1) (1，0) 点. (2) ( y , - ln 2) 点. 

4. 见例 3-16. 

5. 求下列曲线在指定点 P 的切线方程和法线方程： 

(1) y = P (2» 1)5 (2) y = cosx , P (0, 1). 

【解】 （1) 切线方程为: V = X - 1,法线方程为 y =- X +3. 

<2)切线方程为^ = 1,法线方程为 x = 0. 

6. 求下列函數的导 函數： 


(1) /( x ) »l x I 3 ; (2) /(. 




>0 
< 0 


mi (l) /u) = 


3 x 2 , 


- 3 x 2 , x <0 
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> 是奇函败. 

rU 〉 是可导的奇®败，则 


= lim 


g(x + Aj) — g(-g) _ 


= lim — 


UJ 

= g (- x) t 
> 是俩函数. 

求下列函数的导数 ：（（3)(9> 小埋见例3 






























/U ”； (3) > = /(/(/U))) 

)^ = 2 x /( x 2 ). 

和必 (工） 是对: c 可求导的函致, 




lin0fnf«9n^9nBRHVS 


IlfjSjl 


<pix)(<p\x 









(3) / 

⑷/ 

(5) / 

(7) / 

(8) y 


5 - S J\ - T： 2 - 1 2 ( J1 - 


3) 


2 7l - jr 2 (l + x^)( 7l - x 2 - 1) 
2sinj;cosx 


( f ) r ( fT ( fT (卜 a+in 


a 

T 




a 

lx 1 




(10) y = 


§2 微分概念及其计算 


1 , 求下列函数在指定点的微分 ：（（ 3> 小題见例 3-5 〉 

(1) ^ = ti„x " 十 c s _ix w_, -I* ••• + < 2 i：c + a。* 求 dy(0) t dy(a)i 


(2) y = secx + tanx 


，求 dy(0), dy( 干)和 


(4) y = 士 + 求 dy(O.l). d^CO.Ol). 

【解】 （ 1 〉 dy(0) = «idx ， fiy(a) = [raa^a"** 1 + (n -l)a„-ia n " z •+- 

(2) dy{Q) = d-r, d)( ^ ■丨 =+ 士)仏 d^(^) = dx. 

(4) dy(O.l) = - 2100dx, dy(0.01) = - 20l0000djc. 

2. 求下列函数的撤分 ： U3)(5) 小 ® 见例 3-6) 


a) > = r ^7 

(4) y = arcsin •/1 — x 2 ; 

【解】 ⑴—器 


2 


dx . 


(2) y = J ： ln.x - j ; 
(6) y = \n tan 
(2) d > = injrdr . 



<4) dy = 工 •'dx. (6) = secxdj. 

J x 2 — x * 

3 . 设 ^ i 是 o ： 的可微函数，求 d^ ： ((l)C3) 小题见例 3-7) 


•• + ai ] dx . 
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(2) y ^ in J u} ^ v 


(4) y = 


u 2 ^v : 


I 解】 (2) dx. 

U 4 - V 

(4) dy = - ( m 2 + v 2 ) 2 (uu + w - )dj • 

4. 求下列函数的*分 d > u (( l )(3> 小题见例 3- S ) 
(2} y = ln(3r -I- 1), t = sin 2 *r; 

(4) y = arctanu , u = (Ini ) 2 , t = 1 + j 2 - cot - r . 

m \ (2) d > = , 3 „ . cu . 


(4> dy = 


2(2-t 


ilnfl 


2 - cot_r〕 


(1 + x z - cotx) [1 + Clad + x 2 - cotx) ] 4 ] 

§3 隐函数与参数方程微分法 


dx 


㈣ 隐函数的导略(⑷⑺⑽小题见例 3-W 


(1) ^2 + ^ * 1 6 为常 数）； 

<2) 

y 2 = 

(3> xy + y 2 - a 2 i 

<5) 

y = 

(6> x 晉 + / = aHa 为常 数）； 

<7) y - 

(8) > * j + e.rctan>; 

(9) 

y = 

【解】 (1) / = 

a y 

<2) 

/ 

y = 

… / 2 工十 v 

<5) 

〆 

y = 

⑹ y - - 

(7) 

〆 

y = 

X 3 



⑻ y = 1 + 

(9) 

/ 

y - 


y 


2 ' ： 


sin^j 


y 


- 2 + cos^y • 

- sin(x + v) 

L + sin (jt + y) ' 


(e>- 1)(^ + y) 


2. 求下列参数方程的 导致： （(3M4) 小题见例 3-20) 

t_ 

• t 

( 2 ) 


x = 


⑴ 


+ t 
- t 


x =垃 n 2 . 


y 


= ca^t 
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5? 

90 x 


【解】 (1) ^ =-2. 

3. 求函数 y = > Cx ) 在指定点的# 数： 


( 2 ) 


iy ^ 


(1) y = 


siny, 


7C 


， 0 


x = « - 


(3) 5 在 / = ~ f ~，Tcibt 

y = I - cc^f l 


t 解 1 (l)/l {f o) 


⑶ 


dv 

Ac 


z 

2 


dv 

dx 


2 . 


= O, 


( 2 > 


ln> = l t CO, 1); 

>2 -乜& 


⑷ i ” c :; 3 在兮处 


⑵ y 丨 (&•" = 


⑷ 


6^ 

dr 


4 


^ VI ^ 

- 4 * dr 


4 


= 0. 


§4 高阶微商与高阶微分 


1 . 求下列函致在指定点的高阶导数： 

⑴ fU) = 3x 3 + 4^ - 5x -9, 求 /(l), r(l ). 广 

( 2 > / U ) = •— ^=. , 求 f ( 0 ) r f ( l ), f (- 1 ). 

V 1 + x 2 

【解】 （！） fix ') = 26 , 广⑴ = 瓜 / <4) (D - 0 . 

u )/( o > = 0 , r ( i ) r (- 1 ) = ^ 

2 . 求下列函数的高阶导数 ：（ (1)(3) 小题见例 3-9) 

⑵厂 e _’， 求，； 

(4) ^ 求 /(()>; 

/ l - x 2 

(5) > = xWs 求 / 50) ; 

⑹）=: 3 已^，求严. 

懦】 ⑵， =-4«-: 2 (2 文 2 - 3). ⑷ /(0) = 0. 

(5) > (30) = -^(27636000 - 24500x 2 + x 4 )cosx - 50(5085024 - 23520x 2 + 

sinj . 

(6) y im = ye' J (24360 - 2610x + 90a 1 - *r 3 ) + ye 1 (24360 + 2610x + 
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求下列函数的 


gi 女 1 


、翅见例 3 - 10 ) 






5) > ⑷ = 2^Q k t (}n^y k> (2 x y ,t ^ ) - 2:2 

“0 4*C 

. 见例 3- il . 6 -见例 3-14-. 

. 求下列函数的二阶微分 ：（(3) 小題见例 3. 






mMMWi mi\im 


^^Ea5EBT?gi ： ^KB^3al^w»niwKB^8]i5BW 




■^Kiv^n 


j^2^^B|£ 


SsSK^^^BiPaSMTBnSVffHvZspleBV^HflViiKSH gBTgT5M»PiWI^Wf^ 

mK ^ sifiiUBi & B 8 fi 8 BBfiicaiGttfeBfi^mi 


+ { 1^6 - 47cas6xsec2j - y2sed2jsfln6^ +• 14^4tan2x ； dr A J<Li: 

9. 求下列参数方程的二阶导数 : U 1〉<6) 小®见钶3-*22> 
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x = acos^ 
y = asint 



(3) 

(5) 

(3) 


j - sini) 


^ = a {\ - cost ) 




3 a cos 4 1 sins 


10. 求下列隐函数的二阶导数 3:((1)) 小 题见例 3-21> 
(2) x 3 + / - 3 axy = 0. (3) y 2 + 21 n ^ - x 4 = 0. 


r«zi 2 jvU 3 + j 3 - 3gurv + v ) 

1 解 】⑵， - （ ax-?) 3 

9 y ^r^ + 2^ 4 -2(^-3)v 2 + 3v 4 l 

(3 )y = “”2)3 

11. 见例 3-24. 14. 见例 3-25. 


第五章微分中值定理及其应用 


§ 1 微分中值定理 


1. 见例 3-28. 
4. 见例 3-26. 
7. 见例 3-29. 
10. 见例 3-33. 
14. 见例 3-39. 


2. 提示 ：罗尔 定理. 
5,见例 3-27. 

8. 见例 3-30- 
11. 见例 3-44. 

15. 见例 3-42. 


3. 见例 3-24. 

6. 见例 3-31. 

9. 见例 3-43- 
13. 见例 3-3 B . 

16. 提示 :推论 5-2. 


§2 洛必达法则 


1. 求下列待定型的极限 ：（ 其他见例3-45〉 

⑽煦 ㈣ • 
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【解 J <20) 质式 = exp I lim 


=exp 


丄 


sec 2 . 


卜 xp h 


In 


—In x 


=exp 


=exp 


=exp 




tanx 


lx 


« exp 


\ ] jz 


set ? x — 


2x' 


2x 


2jrsec 2 xtan,r — 


3 x 


6 x 2 
ax I 


2. 见例 3-52. 3. 见例 3-26 注， 

4. 分子分母求导后没有极限，但是不能断定原极限不存在. 


§3 函数的升降、凸性和函数作图 

1, 见例 3-35. 

2. 确定下列函数的单调 区间： 

(1) >- = X 3 - 6 x ; (2) > = Jlx - x 2 ; 

⑶ y ^ 2j: 2 - \nx; ⑷: y = £ ~^ • 

m \ ( i ) 在 (- - w ] 和 + cc ] 上单调上升，在[-力，力]上单 
调下降. 

(2) 在(0, 1] 上单调上升，在[〗， 2) 上单调下降. 

(3) 在 (0, +] 上单调下降> 在[如 + oo ) 上单调上升. 

(4) 在 （-0) 和 （0, + «) 上单词上升. 

参考课本143页例 4. 7. 见例 3-37. 14. 见例3, 36. 

§4 函数的最大值最小值问題 

2. 见例 3-40. 3. 见例 3-41. 
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(23) 


(25) 


( lax ) 


C. 
h C. 


(24) 

(26) 


C . 


c . 


(27) 4 7l + 7x + C. 
(29) arcsine* + C. 

2( 


(28) 2arctan-/x + C. 


<30) 


jr 

T 


x 

Y 


)VT 


sinx 


C. 


sin 号 + cos 专 

2. 用換元积分法求下列不定积分 “(3)(5)(S) 小题见例 4-5) 


⑴ 




(2) J 


2 d. 


/4- 


<4) V2 




⑹ 




cU 
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§1 定积分的概念 

见例 4-13 - 4. 见例 4-31. 

§2 定积分的基本性质 

见例 4-16. 7. 见例 4-14. 8. 见例 4-17. 10. 见例 4-1: 

,见例 4-19. 

§3 微积分基本定理 

见例 4-20. 2. 见例 4-15. 4. 见例 4 -27, 5. 见例 4-2$ 

§4 定积分的计算 


计箅 下列定积分 (6)(7)(8 K 9) (16)(18) 小題见例 4 -21)) 






0 A 

原式 = JiC2 2 sin 2 "f . ( - asint)dc = sii 


=fl 3 / 2w ^t = 


( 2 n )( 2 n - 2)-2 
( 2 n + 1)(2« - l )--3 
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3. 见例 4-26. 4. 见例 4-23. 5. 见例 4-22. 6. 见例 4-24. 

7. 见例 4-25. 8. 见例 4-29. 9. 见例 4-30. 

第八章微积分的进一步应用 

§1 泰勒公式 

1. 写出下列函数在 a = 0的带皮亚诺余项的泰勒展开 
({1)(5>(6)(7)(8)小题见例 3-46)) 







3. 求下列函数在 x = 1的泰勒展开式：（<1>(2〉小题见例 3-47)) 

<3) p { x ) =上 3 - lx 1 - + + 5. 

I 解 J (3) 由于 p ^ ix ) = 3 j 2 - 4 x + 3, ^( x ) - 6 x - 4, y ( x ) = 6, 

p u Hx ) = 0, k ^4. 

p { x ) « / >(1) + ^'(lXx - 1) + ^~2 ^(x - l ) 2 +- 夕 - I 〉’ 

= 7 + 2 (x - 1) + (j - l ) 2 十 （x - l ) 3 . 

4. 确定常数 6 使 z -0 时， 

CD /( j ) = (a + 6 c 05 j ：) sin ^ - x 为的 5 阶无穷小； 


(2) /( x ) = e * - 为 ; r 的: 5 阶无穷小. 

【解】 （1) g =今，6 = -士. (2> a = 士，6 = -士. 

5. 利用泰勒公式求极限：（（1)<2)(3)(5)小题见例3-4&)) 


, . 、 ，. 1 - cosfsin.r) 

(4) ^21 n(l + si ^)- 

【解】 （4) 原式= +. 

6 . 见例 3^49. 7. 见例 3-50. 

8.设 P ( x ) 为一 n 次多项式， 

(1) 若 PU ), 广 Uh •••, P u ) ( a ) 皆为正数， 证明 PU ) 在 U , +«>) 上 
无根； 

(2) 若 P(a), )••••， P (" 5 U ) 正负号相间，证明 PU ) 在 （- oo , 幻 


上无根. 


【证明 J (1) 由于 PU ) 为 n 次多项式，则> «, p ( i Hx ) = 0,于是 
?(幻在工= a 处的泰勒展 开式： 


P(a) = P(a)^ FU)^-a) + ^^{ X - a ) 2 +-- + pM J a ) ( x - a )\ 

由于 pu ), * ru ), …， p u > u ) 皆为正数，则 Vx > a ， 都有 p < x > > o , 故 

p (之）在 u , + « o 上无根. 


(2) 同 （1) 类似， P { x ) = PU ) + P / ( a )( x-a 


广（ 


- a ) 2 
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£^Lal u ^ a y = P{a) - p^ a )( a - d - x ) 2 + •• M - t) u 

rt \ 

P M ( a ) ( _ , tl 

r»! (a x) * 

同样由条件可得 Vo: € < -①， cO, 有 PU) >0, 也就说明了 P(r ) 在（- TO ， 
a ) 上无根. 

9. 求证 

(1) e s i + i + Jj - + .-. + ^| ■ +〈” ： ”， (0 < 0 < 1); (2) e 是无理数. 

【证明】 (1) 由于 〆 =1 +工 + ff +…十^十^ 6 在 0 与 
X 之间^令 J ： = 1,得 



(2) 假设 e 是有理数，则$= 其中 p 和 9 为互质的整数，由 


_• + 


念 + nrfryy ， 知 ”（ 1 + 1 + 垚一 + 吉 )= 


1 M 


> 0•则 


0 < 


，( 1 + 1 + 古十… + 吉)] = ^1< 

由假设，当„ > maxU . 3|时.数 7*! [ e - ( 1七 i +弄+…+ 士) ] 应为整 
数.它不可能在0与之间，因此矛盾，于是《必为无 理数. 

R + 1 

10. 见例 3.51. 11. 见例3-53_ 12. 见例 3-54. 


§2 微积分在几何与物理中的应用 

1. 见例 4-38. 2. 见例 4-35. 6. 见例 4-39. 8. 见例 4-37. 

9. 见例 4-36. 10. 见例 4-40. 11. 见例 4-41. 18. 见例 4-42. 
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第九章再论实数系 


§1 实数连续性的等价描述 


. 求数列 U ,, t 的上、下确界：（（5)小题见例 2-1) 
1) : 1 - 丄；（2〉; n [2 + (- 2) w J ; 


(3) X 2 k = J ：2 k*l = 


(k = 1, 2, 3 , … ）i 


=limx ： 


【解】 （1) sup | x n 丨 = 1， inf I x n I — — 0. (2〉 无上确界，也无下确界. 

<3) 无上确界 ， inf \j： H \ = limx 2 *+i = l:m ( 1 + ^ - I » 1. 

(4) supU M ) - = 3, inf ^ x .,1 = J ： 2k-i - 0. 

(6) suplx s t - 1, infl j N t 

2. 设 /(: c ) 在 D 上定义，求证 

(1) sugi - / Cx ) I = - in ^( j ：>; (2) inH - fix )) = - su ^ ix ). 

I 证明】 （ 1) 设 s 邦卜 /0〉1 = 沒，则 V:t € D; - fix) ^ fi; 

V e > 0 , 彐 - /(o-q) > ~ •与 •■/( 工。） < — ^ + e. 从而 

inf/C x)= - 芦 =-sugl - /Cx) I . 即 s#g| - /Cx)l =- inf^C^*) . 

(2) 证法同 （1>. 

3. 见例 2-2. 

4. 试证收敛数列必有上桷界和下确界，趋于+ cc 的數列必有下确界，趋 
于 - oo 的數列必有上确界. 

I 证明〗由于收敛数列必有界，由确羿存在原理知，该数列必有上、下确 
界. 

若+ coU — + «>), 则对于 G = U 3 N € N + , 当 n N 时，有 
> C ? = 1. 令 m = mini x i , x^ s **• . i U 则 V h ， 有 x " > ， 即 \ x ir \ 

有下界，所以 UJ 有下确界.类似可证，当&— — cc ) 时， U n ! 有上 
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5. 试分別举出满足下列条件的 数列： 

(1) 有上确界无下确界的 数列； （2〉含有上确界但不含有下确界的 数列； 
‘ （3) 既含有上确界又含有下确界的數列； （4) 既不含有上确界又不含有下确界 
的数列，其中上、下确界都有限， 

f 解 J (1) n \ I - 1， - 2, - 3，…， 

⑵ U s | = (士): 如 +， … ，士， 

: (3) \x n |：0. 1, * 3 "» …， 七 ， **» 

(4) 1, 2-1, +• 2 - y , 含， 卜女，…， 七，2 ■七， 

§2 实数闭区间的紧致性 

1. 见例 2-28. 2. 见例 2-26. 

3. 用区间套定理证明单调有界数列必有扱限. 

【证明】不妨设为单调上升有界的數列，则 3 a lf b u 便《 1 <〜< 

b it n =. 1, 2,….将区 TilUp 心]二等分.若是 lx « l 的上界 ， SP Vn , 

有〜 则记 a 2 = Cl , 6 2 = &|^ 1 ; 若^^ 1 不是|&|的上界，即 

彐; r N 6 ! x „ !,使 ^ 2 *~ 1 * 则记 85 2 占2 = 办1 . 

由的单调性，可知 U 2 , fr 2 ] 中含有 U , J 的某项以后所有的项，继续 
做下去、可得一区间套|[~, b u )\ t 在每个闭区间 U „, 中含有 U n l 的某项 
以后所有的项. 

由闭区间套定理，存在惟一实数 r € Pi [心， 6 J , 且 lima n = Wmb n = r . 

/■I ® W 一⑩ 

所以 V c > 0, 3 rt 0 , 使得 [ d M 。， b H ^] < Z{r - s t r + e ). 又匕。]中含有 
UJ 的某项以后所有的项.于是 3 N € N '当 > N 时，： [ a v ^. 0 ]C 
( r - e，r + « )* 所以 lim x „ = r , 

4. 试分析区间套 i 理的条 件：若 将闭区间列改为开区间列，结果怎样？若 
将条件 Up b l } Z ^[ a 2 , 6 2 ] 二…去 掸或将条件〜-“-❶去掉，结果怎样？ 
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试举例说明. 

1 证明〗 若将闭区间列改为幵 S 间列.则可能找不到实 S 




搏与去掉条件 Um (\ - a n ) = 0所得结采一样. 

»-•« 

5. 见例 2-3. 6. 见倒 2-4. 

7. 求证数列 U „| 有界的充要条件是， fa n } 的任何子数列 U Hi l «有收敛 

的子数列. ^ 

【证 明】充分性.因 U„l 有界，故它的任意子列 丨 也有界.根据紧致 
性定理知， U % 丨必有收敛的子列. 

必要性 • 用反证法.假设 丨 无界，则由第 5 題，{^,1必有子列|^卜％ 
—co U _ oc ). 于是 U ~| 没有收敛的子數列.矛盾. 

8. 见例 2-8. 

9. 设 fU) 在 U . M 无界，求证存在 c € [ a , M . 对任给^ > 0. 函数 






b ]. 从而得到了闭区间 [ c , 幻的一个 as £ 
有限 ffi 蓋定理，存在£的有限子 H 盖，记 


UftUi , 6 b ). 耿 M = maxIMi ， M 2 , … • M * f , 田卞 U ， b \ eU ^(. x ^, d 。， 
故 Vo ： 6 b ], l /(* r>l < Af , 即 / U ) 在 U , 6] 有界.矛 l 

U •设 fix ) 在 [ 0> 6] 上只有第一类间断点，定义 《 U ) = 

I /(x -0 )-/{j + 0)|. 求证对任意 e > 0, < o [ x )> e 的点; r 只有有限多个. 

【证明 J 用反旺法，假设 3 e<i > €, E = \x 6 [ay b ] I w(-r)^ e 0 l 是无限集. 
则 B lx M i C E , x „ -► r 6 [ a * 6](« — oo ). 不妨设 r ^ ( a , b ). 从而在 r 的任何 
小邻域内都有无限多个第一类间断点，不坊设丨都在 r 的左侧附近.义 /( x ) 在 


• 306 ♦ 








见例 2-23. 


§3 实数的完备性 


见例 2-24 - 
见例 2-6. 

利用柯西收敛原理讨论下列数列的收敛性 ： （（3)小®见例2 

I x M - ao + a\q + + **• +* a u q N (L q I < 1» I a* K 

k ，丄 sinl 丄 sin2 丄 丄 sinn 

1 = 1 + 2 + 〆 ••• + r • 

fl (l) V€ >0, vp 云？ r ， 考虑 





所以令 N = max {[ ln[g，<1 : l ; l ) 卜 InM ]， 则 V « > N , Vm > 
都有 - I < e . 于是 UJ 收敛. 

. (2) V e > 0,不妨设 c < 1, V /> e N + , 考虑 

sin{ n +1) sinC n •¥ t \ 


N 


I I = 
< 


>♦1 


[“士 


2 P 


2 ,,tr P 


< « 


> 


Iri 2 * 


若令 N 亡 [ " 1 ^ 2 ^ j 4 * 1, 则 V « > N，V > N , 都有 \ x H - x n \ < c . 从而 
lx n \ 收敛. 

4. 证明 lim / U ) 存在的充要条 件是: 对任意给定的 e >0. 存在$>0,当 
-^■*0 

0 < \ X - Xq \ < S t 0 < 1 / - 尤。 I < 5，时，恒有 I f { x ') - /( 〆） i < € . 

. (证 明】 必要性，设 lim fU ) = A ， 則 V € > 0，彐 d > 0,当0 < 

| x - x „|< €t 有 I fix ) -^1 < y . 故当 0< |分- 0 ： 0 | 〈占， 0 < 

I - x 0 \< aH t 有 1/( 〆 ）- l / u ，）- a ! + 1/(/) -/i I < y 


=e . 


充分性，在 * T (> 的附近任取一以 *10 为极限的数列 t , 且 X , t 尹 Xo (7 J = 1. 

2, •_•), 则对于5 >0，3 N ' V H > N , V m > N , 有 0 < | * r n - x 0 | < 

e , 0 < | x n -^ 0 l < « ，由®设就有 l / U «) —八； ）|< e _ 那么由柯西收敦 

原理，知 Um / U „) 存在.由 U „ l 的任意性可知 lim / U ) 存在. （海涅 定理） 
«-«• •»—*0 

5. 证明 f { x ) 在点別连续的充要条件是 ：任给 6 > 0,存在8 > 0,当 
| 〆 - X & | < 在， j /- x 0 |< 占时，恒有 I / U '〉 -/<，） | < €. 

I 证明】 / U ) 在 A 点连续 ㈡ lim / U ) = / Go 〉. 由第4题 可知： 

lim /( x ) = /( jq )<=> V s > 0，彐 $ > 0. 当 I 〆 -* r。I < 汐 ， I x * - :ro I < 占时， 
* - *o 

恒有丨 /(，）-/(/) 丨 < €. 

6. 证明下列极限不 存在： 


⑴ 


2 uk 

~ 


( 2 ) 


= Vl + 2 w(_l)C ? 
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故 U J 不存在极限. 

7. 见例 2-7. 8. 见例 2-9. 9 . 见例 2-10. 

§4 再论闭区间上连续函数的性质 

1. 见例 2-11. 

2. 设 / G ) 在 •&] 上连续， 可微； 又设 

(1) min fix ) < p < max/( x ); 

(2) 如果 f { x ) = p , 则有 /( j ) 9^0. 

求证 / U )= 夕的根只有有限多个. 

【证明】用反证法.假设 /(： c ) = P 的根有无穷多个.由于它们是有羿的， 
则根据紧致性定理，其存在收敛的子列 —61. 又在^ 








I 证明】构造数集 

iC = \c I c< b, Lc t b} t fix) >01. 

由 fix 、 的连续性及 f ( a ) < 0, /( b ) > 0> 知， E 非空且 Vc 6 E , a < 
印£有下界.由确界存在原理知，£有下确沣， & $ = inf £. 下面证明 / U > 
)- 若不然, 则 / U > >0或 /( f ) < 0. 不妨设 /($〉 >0,由 /( x ) 的连续性 





致连续. 

【证明 】V € > 0,取汐= 旁， X 2 6 (at 当卜 

K 时 ， a 

I /(^ i ) - /(*X 2 > |<K|xi-x 2 |<K-^ = K • ^* = e. 

' 这就证明了 /< d 在 U ，6) —致连续. 

9. 见例 2-15, 10. 见例 2.16. 11. 见例 2-17, 12. 见例 2-18. 

13. 见例 2.19. 

14. 求证 fix ) = xinj ： 在(0，+ =»>) 上不一致连续. 

【证明 J 由于 lim r ( x ) = lim (Inx + 1 ) =+ cc , 从而由第 13 题的结论 

♦ «0 2^ \ « 

知 fix ') = xlnj ： 在 （0，+ « ) 不一致 连续. 

§5 可积性 


(3) /( x ) = 


判断下列函数在区 「 fl [0, 1] 的可积性：（（1>(2)小题见例 4-33) 

i ■- [ i ], 工 $ (0, 1]. 

0， x = 0 

| 「 1—*] • x ^ (0, 1] 

“）/“）= < Lt . _ 


0, 


= 0 


【解 J (3) 和（ 4 )小题都是例 4-32 的特例.其巾第 (4) 小题也可以验证 


/ U ). 在[0, 1] 单啁，由定理9，10知 /< x > 在 [0, 1] 可枳. 

1 . i 寸论 / U )，/ 2 ( x ), l /( x)l 三荠间可积性的关系. 

【解 i ①若 / U ) 可积，则 / 2 U ), 1/(1>|可积 .® 若 / 2 U ) 或 
1/ U ) 丨可积，但 f { x ) 不一定可积.例如函数 f ( x ) = 



若工为 有理数 
若 _ r 为有 理数' 


③ / 2 U ) 可积 ㈡ I / U ) 丨可积. 


3. 见例 4.51, 4. 见例 4.52. 5. 见例 4.53, 6. 见例 4-54. 
7. 见例 4-55. 8,见例 4-34. 10. 见例 4-56, 11. 见例 4-57. 
12. 见例 4.58. 
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第十章 数项级数 


§2 数项级数的收敛性及其基本性质 


. 求下列级數的和：（（4)(6> 见例 7-11) 


⑴ § (5n-4)<5« 


1) 


( 2 ) 2 

ca 

(3) 2 


-1)| 


丄 

* 2 ; 

■ 

= 3 - 


2, 讨论 下列级数的敛 散性: 


⑴(发散）； 

(2) 2 (p + ^) <收敛>; 

CD 

<3) Eco 3^^( 发 散）； 

(4) 2 ( 3 „ - 2)On + 了； ) （收敛 ）; 

(5) 2 、，卜 ~~尸 =7( 收敛) • 

fi«] */n(rt + 1 )iJn + Vn + I) 

m 93 和 

3 . mi ： 若级数收敛，则级数 ± %) 也收敛，且 

4=1 i n * I 

CO C9 

(« ?/ ± Vn ) = 2« w ± 2^* (提示：对部分和数列应 用数列 极限的运算法 

1 n ml 


4. 参见例 7-2, 
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» 1 

(2) § {In -\)1 2h - x， 

⑴ 

(4) 

⑺ IjUD ; 

⑻ UwAu 

W g 2 + ( 2 :r^ 

(12) 

C0 

(13) 2 

t«i n 

(14) 

(⑻ 2 女； 

(20) S ±5 

t-i n 

cp 

ns ) n 

篇 1 

» • 1 “ 

(21> 2 ^：> 

(22) S 六； 

( 23) § 六 - 


【解】 （1) 由于 lim 
(2) 由于― 



= 1 ，由比较判别法知, 



•发敢. 


⑵由于把故 收敛. 

⑶由于 = 如故发散 - 

(4) 由于既 (如吞/吞 j = 1，且级數 S 垚收敦，故级数吞 收敛. 

⑺由于把 JT^T ;把 ^n = 0<1 , 故 S ( 2 "^ n )" 收 


(8) 由于靶 J 

收敛. 


In ( »1 + 1 ) 


^ ln(« + 1) 


⑼由于 2 + g ir < 会，且收敛，故 E 


收敛- 




S ) 由干当 „ 充分大时.一 b < 故 I : +收敛. 

n n »篇1 M 

J ) 解法二由于 2 hrt = = ， 〆 ，由于当 n 充分大时 ，+ 

I 发散. 

4 

L ) 解法二 2 ^ 7 , 收敛，判別方法与 (20) 相同. 

»由于把 ( pk / 六卜十 <1,故 S 六收致 • 

” 由于把 ( 辑 I 六卜+ < 1，故索六收敛 ■ 

利用泰勒公式佔算无穷小 S 的阶， 从而判别下列级数的收敛性 

20 ) 

雄 

丨 y)(v » h- I - /7i) p \xi n - 

I n L 

[ J 令 < J „ = ( /Wl - yv^^n 《 > 1, 则 a N < 0, 且 

= ( T ^ TT ^ W 1 - 土卜。(方)，故仅当 f ” 

0 时，级数收敛. 






5. & 


= — = i 9 n ^ k 2 , k = 1, 2, 


a* 2 = $， = i 2 , * = 1, 2, 


求证⑴ S a - 收敛；⑵ 


V^]+i 


t 

lim na „ ^ 0. 

【证明 i ( l ) ies B = 令〜 = 2 y a „ = g 含，则 s ” =〜 
A ,<2 cr „, 由级數 2 ■^收敛知， 3 Af >0, Vn , 有 〜=E 7<了，从而 

i*i * 

dD 

有又 < M ， ' in . 故 2 〜收敛 • 

1 

(2) 因为当 r * = rta n = 1, V 灸二 U 2，…，故】以如 „ 尹 0. 

6. 讨论下列级数的收敛性；（（2> 小题见例7-13, （4) 小题见例 >52) 

⑴ § n Cln « K ' 

【解】（1>由于不论 P 为何数，充分大时，函致都是非 负单调 


下降的，并且 

4 

W 4 


:\ n p x 


(1 - />) ln ^ 
Inln^r 


P 承 


P = 


仅当 f > 1 时收敛， 


故级數仅当 P > 1时收敛 • 

7. 见例 7-51. 


8. 设 且 = 


1 I ， 求 EElim : fl n = L 反之是否成立？ 

【证明】利用前面章节的结果知， limyZ , = hm = i - 反之不成立. 

例如，对于级数 f ; 3 W ) 


,有 lim ! fa n = lim 


7 T 


- 1) 


272 


.但是 


-IV 


4， 


" 2[3 -h (- 1) 

9. 利用级数收敛的必要条件证明: 
(1) lim 


: :故祕心不存在. 


(«! 


= 0; (2) lim = 0 (a > 1). 
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隨⑴權 

i ^[( 1 + f ) B ^ Ti ] = 0<1 * 所以级数索☆收敛，从而把 ☆=(). 

4 

. ^ f(2(n + l^)! j ( 2 n )\ 1 


(2) 考虑级数 


( 2 n )\ 


lim 


Cl 


l )(2 n + 2) 


= 0 < 


> D . 所以级致 2 收敛，从而 


lim (2:)’ s 0(a > 1). 


n. 设正项级数; f ；^ 收敛，证明 ： f / IXTi 也收敛. 

UIE 明】由于/^； < V "' 正项级数 i ； &收敛，所以级数 

乙 ■_! 

g Q n 七 ‘ 4 收敛，从而 f J 7 ^ [ 也收敛， 

"I ^ 

12. 设 = I ,求证 (1) 当 / > 1时》2 4 - 收敛； （2) 当 /： < 1 时， 
一 tti n n 

g 发散.问 Z = 1 时会有什么结论？ 

征明 J (1) 由 limh = / >1 知，当 n 充分大时， c w > l , 从而£ +收敛; 
« 一* n • 

(2) 由 lim 、 = Z < 1知，当 n 充分大时，& < 1,从而； f } + 发散； 
*-*® ,. L n * 

当< » 1时 ， f +的敛散性不定 • 


§4 一般项级数 


1. 讨论下列级数的收敛性：（〈5)(6> 小理见例7-14,（8>(14>(15〉(16> 小 
翅见例745, (9 KU 0 小超参考例7-19> 


⑴ 2(- 

• _ 1 


Ik 

« + 100， 


( 2 ) 2 

91 »| 



nit 

T ; 
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rnmlJn ^ (- l) n 

a> 

(ID 广 sin 予 
(13) 


(12) E 


- l) K n 
n + l ) 2 


_ _ _i — + — i_ _ k — + … + —^— - —i — + .... 

72-1 72 + 1 73-1 -/3 + 1 /n - 1 V « + 1 

【解】 Cl > 收敛. （2) 收敛. （ O 发敏. (7) 当 0< p < l 时，条件收 

敛； 当/>> 1时，绝对收敛. (11) 收敛. (12) 收敛. （13) 发散. 

• 2. 讨论 下列级 数是否绝对收敛或条件收敛 ：（（3> 小® 参考例 7-27,（4>小 

題见例 7.53, (6) 小理见例740, <7)(8) 小 B 参考倒7-18,（14> 小题参考例 

7-50) 

⑴ S ¥ 


( 2 > 2 


sin (2 n x 
n ! 


(3) 2 


xa< x < re )； 


(10) 2<- l ) V^(r > 0); <13) 2 


- 1 ) 


,. [ J~n + ( - 1 ) flwl ] p 

’ 【解] (1〉 当 z 为负整數时，级数 i 然无意义；当不为负整数时，条件 

收敛. 

(2) 绝对 收敛. (10) 当0< r < 1时，绝对收敛；当 r > 1时， 发敢. 
(13) 当 p >2时绝对收敛；当时发 ft ; 当1 <2时条件收敛； 
当0< 时发散. 

3. 见例 7-5. 4. 见例 7-4. 

5. 若级数收致， !•, 问能否断定也收敛?研究例子 

b - 


b u 
- 1) 
A 


【解 1 由 莱布尼茨判别法知， 2〜 收敛， 且 ㉟ 

4 ■ I " 

+ 口^]: I 然而发敗，故 I ; U + 士) 发散-即 I ； 6 - 

鱗 

发骹， 所以不 能断定收敛. 

1 

6. 证明： 赛级数 及&\(3) 都收敛，且〜<。<6,.(« = 1， 
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2, …），则级数 2]~( C 〉 也收敛.若级数 < A ) 与 ( S ) 都发敝，问级数 （ C ) 收敛 

綱_1 

性如何？ 

【证明〗提示：对部分和数列应用夹迫康理即得证.若级数 ( A ) 与 （ S ) 均 
发散，则 （ C ) 可能收敛也可能发散. 例如： -1-1-1 -…与1 + 1 + 1+…均 

发散，而级数当 G = 0 <- 1 < < 1) 时收敛 ； 当 G = +(- 1 < Q < 

■ ■1 “ 

1) 时， <c) 发數. 

、 1. 证明:若吹敦，则当 z 〉^：。 时，念与也收敛；若 J 今发敢, 

S - I « 0 ■- 1 n *-1 n 0 

则当 a < x 。 时， 2 与 也发良 

mm 1 ^ 

【证明]⑴由于 J =念•六，而 _ 念收敛，且当^ 时, 
O 彳}单调下降趋于0,于是由阿贝尔判别法知，_ #当立> M 时收敛. 
( ii > 若2乎发散，考 Ax < z 。时， i ； 与的敛散性.假设免今是收 

B -I n ° n_J” n^l n 

CO 

敛的，由于 X 0 > X , 由 （ i )知2] ^也收敛.这与条件矛盾.故假设不成立, 

.-1 n 0 

即有 2] 与当 Z A 时发敢 • 

1 w 

S . 见例 7-6, 9. 见例 7-7. 10•见例 7-4. 11. 见例 7-16. 

12. 见例 7-9. 13. 见例 7-48. 

14. 下列是非思，对的请给予证明，错的请举出反例： 

(1) 若 > G ，则 fl j - flj + Q 2 - 02 + <33 ~ + **' 收致. 

(2) 若 -► 0 ， R!l aj - aj + a 2 - a 2 + <23 - + '** 收致 • 

(3) 若收敛，则 f (- l )" a fl 收敛 • 

* s 1 «»} 

⑷若 ix 收敛，则 ix 绝对收敛. 

s «I n « I 

co 

(5) 若乏发散，则 a 不趋于 0. (8) 若 1；' 收敛，则收敛 • 

灣 》1 hmI n * 1 
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【解】⑴错.如= 1，《 » 1，2, 3,…，即该级数是发 
敝的. 

• (2) 正确<利用定义或柯西收敛原理）. 

(3) 错. ina „ = <- l〉 B 丄，知 2(-1) 士 收致，但 

n n -l .-1 n .-J 

= E (- i > 2 ” 丄 = S 丄发散 • 

»-l n m~i n 

’ （4) 对.提示：当 《 充分大时， l «« l < a 2 „. 

(5) 错.如 a ” =丄，则2〜 = 2 士发散，但〜一。— 

n 电 =1 i 71 

⑻错.如：& = 则收敛.但发散 • 

V n n ml B _1 

第+—章广义积分 


§1 无穷限广义积分 


1. (2)(4)<6〉小题见例 8-1, 其他略 • 

2. 讨论下列积分的收 敛性： U 2> 小®见例 8-3, (4)(10>(16)小题见例 


8 - 2 ) 


⑴ I : 

⑸ I : 

⑺ 

叫: 

( 12 ) 

( L 5) 


dx 


丄 


_ ♦ oa 

(3) sin *^ dx ; 
J i 


dxj 


2 d . 


广 4 CO 

(6 〕 t 
Jo 1 

(8) L ； 


dx («, w > 0); 


dx 


7 


dx ; 

- dj:i 


ln J 


(iDj^^dx; 

(⑷ n:(o 


dx ; 


i , ln ( 


sin 


丄 


j dx . 
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【解】（1> 收敛. （3) 收敛. （5) 发散. <6)由于 n , m >0,则 / U ) 

= 在 [0, + 的）有定义 • 又 iin. -^- a = 1 ,故原积分 

1 + x 1 + X-® I + x 

，仅当 n - m > I 时收敛 • （7) 收敛. （8) 收敛， （9) 收敛. (11) 收敛. 

(12) ^ = 士 ( i - f ). 积分 J 厂士 cu VA > 1, 

I <2, 且当 x —+« 时，士单调趋于 0, 故由狄利克雷判别法知， 

jl " fdx 收敛，从而原积分 ^ dx 发散. (14) 收敛. (15) 发敢. 

3. 讨论下列无穷积分的收敛性（包括绝对收敛或条件收 敛）： <(2>(4)<7) 
小题见例 8-7) 


⑴ r 今 〜 o 

【解】 ， 而发散 ■rfk 收敛，故 
原积分发散. 

(3) 当，>1时，由于|<$，而 f $ dx 收敛，故「绝 
对 收敛； 当0<》<1时，由狄利克雷判別法知，积分收敛， 但 

+ 而 J 厂古打发敢.厂 8 普七收敛 • 所以 J「|，|dx 发散.故 

0< p < l 当时，积分 y<U 条件 收敛； 告夕 <0时. dx 发散. 

4. 设<2 <x <+ co , AU ) 在任意有限区间 U ， 
A ] 可积，又 J ^ V (: r ) cLr 和收致 • 求证 J^A U ) dx 收敛 • 

【证明】提示：应用无穷限积分的柯西收敛原理， 

5. 证明： 若 f l / U )|< lr 收敛，则 f /( x ) dx 收敛.举例说明其逆不成 

立. “ ° 


【证明】因为£*°|/(：0|心收敛，根据无穷限积分的柯西收敛原埋, 


V € > 0, 彐 A > maxlO, a l, V A' A ' > A ，有 



I /( x ) j dx 


< e . 从而 
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|^/(x)dr|< ||^ I fix ) 丨 dr|<e ， 所以积分也收敛.反之不 

成立，如厂 “ 收敎，而 J 厂 |$|< U 发歎， . 

6. 见例 8-5. 7. 见例 8-4. 8. 见例 8-36. 

9•设 fU ) 单调下降趋于零， / U ) 在 [0, + 00) 连续，求证 
收 jR . 

【证明】 j" 。 f{x)^v?x6x - J*^ sin 2 jd/(^r) = [/(*r)sin 2 j] j 

— f /(r ) sin 2 xdx 
J o 

— lim /( A ) sin 2 A - J /( x ) sn 2: cdx . 

由于 / u > 单调下降趋于 0, 则 lim /( A ) » 0, 于是 lim / < A ) sia 2 A = 0 .由狄 

A —♦ 玲 

利充雷判别 法知， /(x)sin2xdx 收敛.于是积分 h /(^)sin 2 xdx 收敛. 

10. 设 / U ) 和 g ( or ) 是定义在 [ a , +的）上的函数，且在任何有限区间 

U , A ] 上 可积. 证明与厂 g 2 U)dx 收敛，则厂 [/ U ) + 
g { x)} 2 dx 也收敛. 

【证明】由于 0< \/U)s(^c) I < y[/ 2 (x) + gHx }], 而 J:V(d 心 
与 £V ( x>(U 都收敢，所以士厂 [ / 2( 00 + 名 2 0 )] (^ 收敛，于是由比较判别 
法知， \/{x)g(x)\dx 收敛，从而厂 /U)gU)d;r 收敛 • 又 [/U) + 
g(x)] 2 » / 2 Cx) + 2f{x)g{x) + 沒 2 ( 之>，故 J [/(x) + g(^)) 2 dx « 

J 厂 [/ 2 U ) 十 2 fU ) gU ) + g 2 U)-\dx 收敛. 

11. 见例 8-42. 

§2 瑕积分 


I . 下列积分是否收敛?若收敛求 其值： <(4)小题见 S -6) 


, 321 • 












对于 J 2: 由于 lim x 2 {^ l C x ) = lim ^- = O t 故对于任意，值，/ 2 恒收敛. 
于是，当夕 >0时，原积分收敛. 

⑸厂心： r 2 dx . r* dr 


x^x 


= df : 


x p ln q x 




对于心对于 任意的 p , 由于，“ _ 1 )? 太=^ ^(^) # = 
I V x_r 1 1 9 ( lirn 


+ Irix 


=1,故仅当 ？ <1 且 Vp € R 时， h 收敛. 


对于,2:①若取 a : l < a < 夕，对于任意的由于 Km z ‘ 


= 0,于是此时7 2 收敛. 


Plnlc 


*-+» V ° ln 7 jr 

②#/ 由于 J ' fAsJ * 
则此时 J 2 发散， 


dx _ Onj ) 1 ' 
j ^ ln 9 ^ xln 9 x " l ~ q 


综上所述，当 p > 1， 9 < 1 时，原积分收敛， 

⑻令 -_r = f • 则原式 = J^e-^n I- ( | d{- t) = 4 ^ 




,2. 


对于 7〖： 由于 If2 I ^ I = Um 含 U 全 ku I = 0,所以 h 收敛; 


对于 J 2 : 由于 


\nt 


<士,0厂 


= 夂，所以 


G 收敛.故原积分收敛. 

4. 见例 8-12. 6-见例 8-6. 

7. 利用第6题结果， 证明： 

(1) f ^! n ( sin ^) d ^ =- ^* ln 2; 

Jo 2 

( 2 > f ； r ^ d ^ = 2 ^ 
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4 

O) I sin 2 ^ln{sin^)d^ 


t(t 


- ln 2 


⑷ IS 


= >2. 


【 il 明】 （ l) 令 0 = 工 - 1 则 


J = J ^lix(sin^)d^ = - t )lnsm(x - t)d(x — i) 

=« lnsincdi - xlnsinfdf 
Jo Jo 

=Insin^d^ — 1 , 


解得 J =-yln 2 . 


⑵ r = L * = H r ^5 d(1 - 一） = I ^ dln<1 -〜） 


oi - cosO 
=« ln 2 - 


:ln( 2 sin 2 y)d^ 

= Kh 2 - J* ln 2 d^ - 2 ^ ln( sin 专 ) 

=- l ! 


21 nsin?dt = 2 ^ 1 n 2 . 


▲ A 

( 3 ) I — J sin 2 ^In(sin^)d^ = - - ^^^ln(sin 衫） d 汐 

= 士 J ln(sin^)d^ - cos 251 n( sin^)d^ 

» 士 (- f In 2 卜士 • ^j * 2 Ln( sin^) dsin 25 

二 f (士 _ ln2 ) - 

( 4 ) 令 j = tant •則 

• f 1 Inf 1 + •!). f^ 5 nM + t/inZ 、 ， 

/ = —7 - , dx = —7 - t—^ • seirfdf 

Jo L + J 0 1 + tan^f 


X 

j*:ln(l + tan£)dr 

「J V 2 sin( t 

In - 

Jc» co 


n 

T 


) 


di 
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= 士 J* 。 ln2de +J *。 t + -j*) dt - cost Jd«. 

令 - « ， insin| f + 于 } df » |^lncos«d( - u) = J.lncosrdf. 


X 

所以 J = 含 JJln 2 df = yln 2. 


第十二章 函数项级数 


§1 函数序列的_致收敛概念 

1- 讨论下列函数序列在所示 区域的 一致收 敛性： ((7) 小题见例 7-54, 
(11) 小题见例 7-23) 

U) fAx) = Jx 2 + ， x € (- <»» +- <») ; 

(2) / n (x) = sin ( i 〉： G (-/，/);( li ) : 6 (一 + oo )； 

(3) / n (x> - x € (0, 1); 

(4) f„(x) = i 入 : , (I ) x € [fl, + <»), a > 0, ( II ) «r 6 <0, + co)j 

C5) /,(x) — t ^ x 3 3 , (I) x 6 [a» + <»), a > 0» (ii) j € (0» + «0; 
l + n x 

⑹乂 (工卜 1+ 7 + ? x e [ o . l ]； 

(8) / w Cx ) ^ x " - X 2 % X € [0 f 1]； 

(9) / B ( x ) = x n - x "， 1 , or e [0, 1]; 

(10) f n (x) = fin X € (0, 1); 

(12)/«(x) = e 七 -" 广 { I ) x € [-/, /]; ( II ) x 6 (- + «). 

[解！ （1) 在 （■ oo , + oo ) 内一致收敛于 I j ： 丨. 

(2)(1) 在 （■ ~ G — 致收敛于 0: ( II 〉在 （ -cc, + oo ) 收敛而不一致收 


敛 • 
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3) 在 (0, 收敛而不一致收敛. 

4) < i ) 在 [ a , + co ) —致 收敛； < ) 在<0, + 收敛而却不一致收致. 

5) ( I 〉在[4, +«)<a >0) —致收敛于0; ( II >在(0, +•«») 不一致收 

5) 在 [0, 1] 内一致收敛于 * r . 

3) 在 [0, 1] 收致而不一致收敛. 

” 在[0> 1] —致收敛于 0. 

10) 在<0, 1) 一致收敛亍0, 

12) ( I ) 在 [■ ;, /] 一致收敛于0; ( II ) 在 +-») 不一致收 








flMMi 


4. 见例 7-25. 5. 見例 

6. 问参数 a 取什么值时, 

收敛？在闭区间[0, 1〗一致 


.n = 1 , 2 , 3 , ■'• 在闭区间【0, 
x ) 6 x 可在积分号下取极限？ 











4 

i 

i 


Va, 均有 = lim ^ ^ 0 . 因此，对于任意 a ， f n {x) 在 tO, 1] 上收 

灣一费 4i 特峰 e 

敛于函数 zu 〉 = 0. 

③由于八 U > = « a e-«<l - 似 •）， 故当《! = 士 •时， / n U ) =0. 又由于 

当 I < 丄， f n {^) > 0;当 J ： > 丄时， f „ tr ) < 0;故: T = ^-为/„(: T > 在 
n 7 i n 

' [0, 1] 上的最大值点，因此〜= sug ^ f ^ ix ) -0] = su ^ n 0 xe mur = n a ' l e ' 1 . 

当 ct < 1 且 n — o □时，朽, -0. 于是，当 a > 1, AU ) ’ 在 [0, 1] —致收敛于 

0 : 

® I* Jim f u (x)dx = f Odr = 0. lim [ /„(x)dj = lim n a f je~ ,w dx = 

J 0 w JO __»J 0 •—® JO 

lim n 9 - 丄 e _ ” - -4e' u + -^ I = limrt 8_2 (l - e*" - ne _n ). 

_-*® \ w n M n“ I n—«» 

要使 limf/„{ ； r)dx = f lim/„(x)dx , 只要 lim n 8 - 2 (l - e _ " - ne _B ) = 0 .从 
而 —a <2 时 . limf )dx 可在积分号下取扱 K • 

7. 证明序列 f n {x) = W^\n = 1, 2, •_•) 在闭区间 [0, 1] 上收敛，但 

f ^ lim f f N (x)dx. 





^ I A^i) - /n*iUi)| + I /wUi) - Ar + iCr 2 ) I I /y*i(^2) - /(^) I 
< e + € + € = 3 e . 

9. 设 l / B (: t ) 丨是 6] 上的连续函数列，且 IAU ) 在 [«，6] —致收敛于 
f { x ) ; Z jr n 6 [a f fr ](« = 1, 2, •••〉 满足 lim * r M = 仰》求证 lim = 

/ { j »>- 

【证明】由于八 (J ： ) 在 u, 61— 致收敛于 fix), 则 Ve >0, 3N 4 e 
N% V« > Vx e [a t b) |/ N {x) - /(x) I < e. 又私 6 u, 办 ] 且 
故知 € [a, &]• 于是 /„U) 在 & 连续，由海涅定理知对上述任意 
的 e > 0 ，彐 乂 € N*" ， 当 ？* > 乂 时 ，有 1 ^(x N ) - /«(xo) 1 < e •取 N = maxlNi, 
N 2 I ， 则 Vrt > N ， 有 |/„(j„) - /(j ： o) I =• I f n ix H ) - / w (x 0 ) + A ( 工 o) _ f{x Q ) I < 
! / B (x„) - /„(xq) I + I / ft (xo) - /(x 0 ) I < € + c - 2e. 

§2 函数项级数的一致收敛性及其判别法 


1. 求出下列函数项级数的收敛区域 ( 绝对的和条件 的）： 

(1) S 1 + X 2 - '■ ⑵ _^1(2二1) ： ⑷ § rvlv 

mi ( 1 ) 当 -i>u(-i» i)u(i, 十 ®) 原函数绝对 收敛 . 

(2) 在 （- - 1) U ( - Jr + <») 绝对 • 收敛 . 

(4) Va: e (-<», + CO), 若 la 1>1, 则原函数绝对收敛；当 I a 1<1 时 , 
原函数发散 . 

3. 讨论下列函数项级数的一致收敛性 5 ((7> 小思见例 7-26) 

/ ♦ \ sinnx / . 

( l ) 2-/ v 1 > x € (- o ®, + 

■ ■I V n 4 + x 4 


( 2 ) 2 


1 + « 


: r 2 . 




(3) 2 

_■ I 



x 6 [0, 


⑷ § 巧， 




(5) 2 1 2 ,工 e ( 一， +〜）; 

n"i 1 n <r 
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( 士 j <十 ，且易 见每个 a e [0, l] ， ku)l 是单调下降数 
又+ 收敛， 当然在[0, 1]— 致收敛， 故 2 1 x 1 : 


由柯西原理得，原级数在 [0, 1] —致收敛. 







(3) 2 (-1, + 的）； 

,■1 n T X 

⑷一， …)； 

(5) S a ” silt ^~，x S (0, + «>)s 

mml ^ -T 

⑷免 ^ 7 = 7 ="* \ x \ ^ a. 

• ■i + e "* 

1解】⑴^03学1在 <- «• + CO ) -致有界，且 Vj € 00, 

+ <»>， { } 单调下降一致趋于 0, 由狄利兖雷判 SU 法知，原级数在 

(- CO , + <50 ) —致收敛. 

o ) 由于1 1,于是 f ](- ir 的郁分和一致有界，而 

* • 1 9 |a | 

I 土 ；|< & — 0U — M ， 且对每个固定的 X € i , + 00)， 
级数在 （-1，+ « o — 致收敛， 


(4) 由于 I 2(- i ) fe j < u 于是的部分和一致有界.而对每个 

i_I 

固定的 x6 (-% + cch 当 n > 2 单调下降，且 

~ L ^0(«- cq ). 于是 I I 单调一致趋于0,由狄利克雷判别法知， 

原级数在（- O 0, + CC ) —致收敛. 


(5> 取 e 。 = 1， V n ， 取 X "=古 • | > 0,则 1 u , Xx H ) - 0 I = 2* 1 • sinf 

= 2__>2>1 = eo , 即 1«„ U ) 丨在 <0, + 不一致收敛于 0. 所以原函数不一 
致收敛. 

m h f 讣 一 H 

(6) 由子|2卜 O 2 I = I - 1 - 1 4-1 + 1 -••• + (-1) 2 I <2, 

即的部分和一致有界.又 V : e [-l a ], 单调 
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下降，且 -5： 






0, 


I ^ 所以 



j 单调一致趋于 


0,因此由狄利克雷判别法知，原级数一致收敛. 
* 5. 见例 7-29. 


6. 设每一项部是 [ C , a ] 上的单谰函数，如果;£ & U ) 在 [ a , 办] 
的端点为铯对收敛，那么这级數在 U , &] —致收敛. " 

[证明】由假设全 l % U ) 丨及 | %(6>|.收敛.因此 f ；[ |% U )| + 
\? n ^)\) 收敛，又 i ? n { x ) 在 U : 6] 单调，故 | f n ( x ) f < + 


Vx € U , 由比较判别法知，绝对收敛；虫 M - 判别 

A 

法知 D % u ) 在 6] —致 收敛. 

. 7_若的-般项1«»(之 ） x € X ,并且2匕(工）在 X 

礴_ I 甸》1 

a 

一致收敛，证明 ^ tt n ( JT ) 在 X 上也一致收敛且绝对收敛. 

nm\ 


t 证明】因为在 ； C 一致收敛，由柯西原理^ Yc > 0* 3 N 6 
N + , 当《 > N 时， V /»€ N + , Vx € X ，都有 2 oU )< I 2 ^<^) |< €. 

“nM t ^ n*l 

由于 I uAx ) I < c „( x ), e X , 从而 I 2 叫⑴ I < 2 I w (川 < 

i-n+l »■ 

2 C k U ) < €, 由柯西原理，在； C 也一致收敛且绝对收敛. 

身 ■ rt * I 


§3 和函数的分析性质 


1. 研究下列级数所表示的函数在指定区间上的连 续性： 

(1) Sx", - i < X < 1; (2) ^2^-, -1<X<U 

"0 n^l 1 

(3) 2 与， 

!!•) 71 
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连续，且级数;在 +00) —致收致，根据函数项级数一致收敛的 

Jl-I n 

性质知，上述级数的和在 （- 00, + 连续，且有/(幻= 

n^t n 

3. 见洌 7-56. 4. 参考例 7-22. 

CD 

5. 设 乂 《 u ( j ) 在 (a . —致收敛， « o ( x)(n = 1, 2, _••> 在 [ a , 连续， 














求证 


(1) 在 [ a , 6] —致收效； 

«■> 

♦， 

(2) SU ) = 2 «-(^)在 U , 连续. 

”1 

【证 明】 （1〉设在 u ， M —致收敛，由柯西原理 ， Ve > 0, 
3 N € Vn > N , V/i e N + , VxC ( a ， 々〉，有 | 受 《 4 U >| 〈十 < s . 

▲ •Ml ^ 

由于 ％( x > U = 1, 2, •••> 在 U , A ] 连续，抟别地，在 i = «， x =占点连续， 
在上式中分别令 x <3. 9 cc -*6 得.丨2 u t ( a ) j < * r ~ < e , | ^ «*(6) | < 
-j < e . 于是 V € >0， 3 JV € M + ，Vn > N , VpeN *， V : € [ a . 办]，有 

I 2 «* Cx ) I < e , 即念〜⑺在 [«» 6] —致收敛. 

(2) 由 （1) 知， ^ J « n ( x > 在 [ a , b ] —致收敛，又 V n , « K ( a :> 在 [ g , 6] 连 

n «) 

co 

续，于是根搪和函数的连续 性知， Six ) = 2«„ U ) 在 U , 6] 连续. 

n 

a6 _ ■ 

. 6. 设级数收敛，证明 •• lim 2 ^ = 2 a ,. 

«■ 1 *-*0* n _ 1 打 • *1 

CO ^ 

【证明〗因为 2 a , 收敛，故当： r >0 时一致收敛，而 Va e [0, 
«>， {士 丨单调下降且士 < U 即(士}单调一致有界，由阿贝尔判别法知, 
S 今当 x > o 时一致收致 • 而 v «, 今在 [0, 公）连续，所以 su ) = 2与 

B »1 ^ 71 «-X ^ 

在[0， 》) 连续 * 从而 l〖m S { x ) - \im y ] lim 今 = 2 a « • 

次一 0+ 名錄0* ||m } ^ ff_l x _0 ♦技 *售1 

7. 见例 7-11(2). 
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第 + 三章幕级数 


§1 幂级数的收敛半径与收敛区域 


. 1. 求下列各幂级数的收敛域： （（2) 小题见例 7-31, <3)小邇见例7-58, 
(6) 小题见例 7-32) 


(1) s 


(2j) 
n \ 



( 4 )矣 

(9) 

■ •1 rtvn 


⑽ §卜 + 士一 + 士)& 

{14) y (: -2 严 ' 

{lA) ^ {2 n - 1)! * 


(11) S fejr x，<; 

Op 

(13) 2似"； 

(15) f]a w V( 0 < o < 1). 

n • 1 


解⑴ （- »， + CO). <4) 卜 1， 1]. ( S ) (- e , e ). (9) (-1, 1]. 

(10) (-7, 7). (11) {-4, 4). (12) (- 1, 1). (13) [- 1， 1). 

(14) (- »). (15) (- <», <»>. 


2. 设幂级数 fa〆 " 的收敛半径为 i ?， •收敛半径为 Q . 讨论下列级 
数的收敛半径： " 


(1) (2) + (3) 

■ *J l A «| 

【解】 （1) 由条件知，当 j 2 < R 时，收敛；当 x 2 > R 时, 

09 镰 

发散，从而互># 2 "的收敛半径为及. 

nml "1 

轉 ai 

(2) 若及= q ， 则当 I : i < q 时， + = 2 ^〆 + 

n ■ I n si 峰 c 1 
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收敛； 当 lzl > Q 时，刃6 〆 都发教，于是 + 可能收 

__ I I 1 

敛也可能 发散. 所以这时 + 的收 敛半径 可以是 [ Q , + oo > 内的一 

切值.若 i ? 关 Q . 不妨设 R > Q t 则当 I x l < Q 时，2(°« + 匕）^ = 
Sa ^ r " + 2 6 〆 收致.当尺>!工 S > Q 时， 收致 . E M s 发歎， 

« • | n» 1 n* 1 nv1 

于是 i ] (〜 + b N U n = + f > 〆 发散.由珂贝尔第一定理知，当 

• ■1 n *) _，1 

嫌 m ca • 

l 文 l > (2 时， S ( a „ + 6 w > x "» !> 〆 + 发散 ♦ 所以 S(h + 〜) x " 

« 囂 r n«l n^i 

CD 

的收敛半径为 Q . 综上 所述， + 的收敛半径 Ql . 

nml 

<3) 的收敛半径 > RQ . 

”1 

3 •设 I -0, 1, 2,-、 Xi >0), 求证当 0 < J < «!: 时， 

有 

篇 

(1) 收敛, • 

n»<3 

<2) ie ^ w I < m . 

"0 

m 明】⑴由于 2* 〆 = ) n , 的部分和有界 t 

__0 ,*0 \ 工 1 / n«0 

且 U f ) u I 单调下洚趋于 o . 于是由狄利克雷判别法知其收敛. 

_ 

(2) 由于 V «, 部有 I 2叫•故丨2“/丨< M . 

imQ 

§2 冪级数的性质 

1 见例 7-57. 2. 见例 7-61- 

3. 用逐项微分或逐项积分求下列级致的和：（<5)小®见例7-59, （7) 小超 
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见例 7-60, C 9) 小 B 见例 7-33) 

【解】⑴ f] 芋 = -inU - - 1 < T < 1_ 

«_o n 

(2) 2 似 "= J v 2 > \ x\<l. 

•，1 k A X) 

(6) S = - 士 + e - 乂士 + 1 + 之 2 ) ，工 6R, X 卢⑴当 X = 

0 时，原级教:为 0. 

第+四章傅里叶级数 

§ 1 三角级数与傅里叶级数 

2. (3) 见例 7-43. (8) 见例 7-40. 3. 见例 7-42. 

第+五章 多元函数的极限与连续性 


§1 平面点集 

1. 见例 5-1. 2. 见例 5-2. 

3. 判别下列平面点集哪些是开集、闭集、有界集或区域，并分别指出它们 
的聚点；（（1) (3)(5)<7)小®见例 5-3) 

(2) E = y )\ x z - by 2 ^ l \; (4) E ^ \( x t y) \ xy = 0} ; 

(6> E = ( (x, y) > = sin x > o }； 

(8) E = l < x , y ) I x , j 均为整数 I . 

【解】 （2) 开集，聚点： R 2 . (4) 闭集， 聚点： |(* r ，>)1^ = 0}. 
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(6) 聚点： |( x » y ) 夕= 3^1'^，：>0或方= 0, I y I < 1 } . (8) 闭 

集、聚点： 0. 

, 4. 见例 5-4. 5. 见例 5-4. 6 . 见例 5-6. 7. 见例 5-7. 

8. 见例 5- S . 9. 见例 5-9. 


§2 多元函数的极限与连续性 


1. 见例 5-10. 

2. 求下列极限（包括非正常极限 ）：（（1)(2)(3〉(4)(5)(7)(13 KU ) 小思见 
例5-11> 


(6) lira 〆 + 夂 - = 2 i (提 示： 直接代入） 

^•0 coax 一 sin >^ 

. , (8) = 2( 提示：等价无穷小 替换〉 

⑼ Km ln )'+ … = ln 2? (提示：直接代入） 

< I 0) Um ^—= oo ； (提 示： 先求其倒数的极限，再利用无穷小和无穷大 
x-\ lx - y 

的关系来4箅） 


(11) lim 


;(提 示： 同上） 


(12) lim 


y 


;(提示：同 上）. 


3. it 论下列函致在点 （0, 0) 的全面极®和两个累次极限： <(1)(2 K 3) J 
題见例 5 U 2> 

⑷ Ax , y ) = TTT " 2 2 
<5) fix , y ) = ^ 2 +y 


-y ) 21 


(6) fix , y )= 

(7) fix , y )= 


3 x : 
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(8) /Cx ， ， 卜 

【解1 (4) lim lim/( y ) = Limlim/(x, >) — 0 y) 不存在， 

•*•0 O ^-0 s-^Q *—0 

r^o 

(5) litnlitn/(x, y ) = limlim/(j, y ) = lim/(x t y ) = 0. 

i -0 ” U r - H ) pS 

(6) lim y y ) = y ) = 0. 

a-Hj >-H> j_0 x—0 盂 

(7) limlim/(^,>) = 1, lim y ) = 0, y ) 不 存在. 

^^0 y^O J - H ) x-^o x^O 

y-^O 

(8) = limHm/(x, y ) = lim/(x► y) = 0. 

*—o >-»o *-*o 

4. 见例 5-13. 5. 见例 5-14. 

6. 试作出函数 / O , y )» 使当 （ j :, y ) -► ( x at yo ) 时， 

(1) 全面极限和两个累次极限都不存在； 

(2) 全面极限不存在，两个累次极限存在但不 相等； 

(3) 全面极限和两个累次极限都存在. 

【解】取（ I 。，>。）= (0, 0>_ ⑴取 f { x t y ) = ain -7 + sin + ;⑵取 


y ) - (3) 取 /(:, y 〉 = xy . 

7. 讨论下列函數的连续范围 ：（(5)(6 K 9) 小题见例5-15> 







第 + 六章偏导数与全微分 

§1 偏导数与全微分的概念 

1. 求下列函数的偏导数：（<5>(6)小题见例 5-21) 

(1) « » x 2 ln ( j ： 2 + y 2 ); (2) « = + y ) cos ( xy)i 

⑶ (4) « = ^ + 7 - 





(3) du I ( 1 , 1,0 = dx - dy ; (4) du I ( o,n = 

6. 见例 5-24. 7. 见例 5-25. 8. 见例 5-18, 9. 见例 5-27. 

11. 见例 5-28. 12. 见例 5-29. 13. 见例 5-30. 

16. 求下列函数指定阶的傕导数：（(4)(5> 小超见例 5-31) 

1 . \ . B 6 u 


(1) « = 
(2) u = 


⑶ u ~ si： 


f y 3 siar , 求 ；、 p 
cx y 

二^，求所有三阶偏 导数; 
- xy 


2 、 iln 
y } * 求以， v ; 


(6> u = InCfljr + by ), 求 


【解】⑴诗=-6( 


dx m dy a ' 


cosy ). 


_ 6x 2 - 2 d 3 u _ ft d 2 u _ a = 

?x 3 = (1+ r 2 ) 5 , ， ^xdy 2 ~ * dy y ' (1+ 

2iil_x-.r^>-2™r -2 4. ,,2\ + 3si n (j 2 4 -〜 2 、1 


(3)^=-4 x [2^ 


= - 4>[2 y 2 cos ( x 2 + ^ 2 ) +• 3 sin (: r * 
d y 


< 6) W = ( - U 


< i m b 


17. 验证下列函数满足： ^| + ^=0. ((1) 小®见例 5-32) 


< 2 ) « = 


(3) u = 


(4) a = 


【证明】⑵& = 2 ，$=- 2 ， fe + $ = 0 . 

⑶尝 = 群 一>， fp ^ = 0. 


(3) f ^ 2 = e ' cos ^ 

(4 〉 a ， U 2 + 

18. 见例 5-33. 


2x\ B 7 u - 

+ /) 2 , V 一 


> 2 > 2 , 


& = °- 


§2 复合函数与隐函数微分法 


1. 求下列函數的所有二阶偏导数 ：（ U )(4) 小题见例 5-34) 
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【解】 ⑴ ㈣ =Ixf t ^ = 2yp\ 所以 : V g g - 2 抑 ’ = 

0 . 

( 2) S 55 2xy ^ /f % ” - IV ， ? = f - 

所以 > |^ + j — Ixy 2 ^ 如 JTf 一 2 jt> 2 〆 « =* ^. 

6. 见例 5-39. 7. 见例 5-40, S . 见钶 5-41. 9. 见例 5-42. 

10. 见例 5-43. 

11. 求下列方程所确定的函数 r =*/( x , ： y > 的一阶和二阶偏导数：（（1>小 
翅见例 5-44) 

(2) ^ + > + * =，〜♦*; ( 3 ) xyz ^ x ^ y ^ zi 

(4) x 2 + y 2 + « 2 - 2 x + 2> - 4 z - 5 = 0- 

圆⑵ g =- l . |J —1，急=表=§ 二0. 

f ^v Bz _ yg - 1 3 z 一 xz - \ d 2 z _ 2 y(vz — 1) 3 ^z _ 2 xCxz — 1) 

)dx ^ l - j:y 9 3y l - xy* 3x 2 ~ (1 - xy) 2 * By 1 (1 - xy) 1 

3 2 « x - y + z + xyz 


3 x ~ 2~ dy ^ 2 - 3 j ： 2 ~ (2 - «) 3 

z ) 2 + (v 十 1> 2 = ( x - lKv + 1) 

(2 - « J 3 ’ (2 - z ) 3 

12 . 求下列方程所确定的 全微分 di (〈 l )(3) 小题见例 5-45) 

(2) Fix ~ y » y - z , « - j ) = 0; (4) f ( j： t y ) + siy ^ * 

rei j (F; - F|)d^r + (Fi - F 2 )dy 
【屏 J ( 2 ) dz - — a f' -T > 2 - . 

…. /. d^r + {/ y + gjdy 


= 0. 


⑷ dr = - ^ — '人 y 

gz 

13. 见例 5-46. 14. 见例 5-47. 15. 见例 5-82. 16. 求下列方程坦所 

确定的函数的导数或偏导数：（（4> 小 题见例 5-48> 


• + = or, 

— u 2 — yu = 0, 


求 


y 一 v • 


* du dv du 3v 

^ Ty* Ty 
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4wt •一 xy* xy — 4«n* xy — 4«x»* 3x 4t<v 

12v ^ 1 dv _ 3 — 2u du 一 4« +■ 2 3y 一 4u + 
8ui» — 1 * ~~ 8uv - 1* 3x 8uv — 1* 8«i» ~ 


■ 


、‘ J d x 

(3) fc 

17. 下面方程组定义了*为 x , y 的函数，求 ff 和 ((2) 小理见例5.49> 

{ X = COS^COSf>» 
y — cos 玢 sin 史， 

= sin 沒 . 

【解】（1>对方程组 


(D- 


= = co^cc^ 关于 = 求偏导 ，得 
y — co^6 sirup 


- sin 沒 cos 央 ^ — cos 夕 sin y 


36 


[0 = - sin 沒 sinp ^ + cos^cos^ 

同理，对方程组 | X = 关于: y 求偏导 ，得 


cosy 
sin 穸 , 


故 


cos^sin^ 

’ dd r . 

0 = - sin^cxxs^ - cospsmf ^ 彐沒 

1 „ d $ d y 

1 = - siH 7 Sin ^ ^ + cos 7 co $9 

52 dz 9 S a 

dG = c0 ^. s 

Bz 9z 30 o - sine? 

JZ = 9$ dy ^ 0036 * sin^ 


cosy 

sind * 


S 2 = -咖 ㈣ ’ 

—— cot ^ sin ^. 


3 几何应用 


求下列曲线所示点处的切线方程和法平面方程 t <(1)(3) 小®见例 


5*63) 


(2) 2j 2 + 3y 2 + r 2 = 9, z 2 = 3 工 2 + y 2 ， 在点（ 1， - 1» 2) ; 


(4) x = t - cosf » > = 3 


sin 2 ；» z = 1 + cos3f ，在点 i * . 
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【屏】 （2) 切线方程 f f 

法平面方程 S(x - 1) + 10(> + 1) + 7 U - 2) » 0. 

j. „JL 

(4) 切线方程为一 2^- = ^ = ― 1 , 法平面方程 2 x + 3 z - 3 - n ^ Q . 
2 . 求下列 曲面在所示点处的切平面方程和法线方程：（(.1)(2〉小®见例 
5-64) 

(3) z = 2 x l + V ，在点 (2, 1， 12) ; 

(4) x = ucosv t y - usmv , z = av y tEM Po (« o ， ^ o ) - 

【解】 （3> 切平面方程 8 x + 8>-^-12-0; 法线方程 3 = 
z - 12 


x ■ unCQSVn 


y 


UoSinvn 


avo 


(4) 法线方程 

<2Sin Vo — (ZCO^Vo Uq 

切平面方程 < asint /。） j : — ( acosvo)y + « o « = awg 


3. 见例 5-65. 4, 见例 5-66. 5. 见例 5-67. 6 . 见例 5-68. 

7 . 见例 5-69. 


§4 方向导数 


1. 设 / Cu ， *> =尤+夕十 /， 求/ 在点； > 0 <1， 1， 1) 沿方向 （ = (2, 
-2, 1) 的方向导数， 


m ) 


u = a 2 , 3 ) •(含，-+，+ = 


31 


2. 求函数 u = xy 在点 A (5, 1, 2) 处沿到点 B (9, 4. 14) 的方向 AB 上的 
导数. 


間 

3.求 


砮 = g，f = AB. 


9 u 

31 


V 




(1) « = ln <^ + /). ( ar 0r ^ 0 ) = ( l r l ), / 与 j 轴正向的夹角为仙 • ； 

(2) u ; jre^ (x 0 . yo) = (1, 1), I 与向 S(l ， l> 同向 . 
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5. 设 / 在 P 0 (2, 0) 可微》 / U , >0在 h 指向 P ,(2, -2) 的方向导数是 
指向原点的方向导数是-3,试 回答： 

(1) 指向 F 2 (2 r 1) 的方向导数是多少？ 

(2) 指向尸 3 (3, 2) 的方向导数是多少？ 


Iff 】 


a/ 


( 2 ) 


If 




( 2 , 0 ) ^ 


第十七章隐函数存在定理 


§1 单个方程的情形 


2. 见例 5-50. 3. 见例 5-51. 5. 见例 5-52. & 见例 5-53. 





见例 5-54. 


§2 方程组的情形 

见例 5-55. 2. 见例 5-56. 3. 见例 5-57. 4. 见例 5-58. 
见調 5-59. 6. 见例 5-60. 8. 见例 5-6 i . 10. 见例 5-62. 

第十八章极值与条件极值 


§1 极值与最小二乘法 

求下 列函数 的扱大值和极小值点：（（1)(2)(5)小题见例5-70〉 

》 / U . ^1 - ^5 - ^2 (<!• b > 0)； 

> fU 、 y ) = e^Cx + / + ly)i 
\ f { x , y ) = (/^ T 7- l > 2 . 

:】⑶极小值点 (- J . j } 和(方-为)，《大值点(方为)和 

.±\ 

yi)- 

I 极小值点(含， - ij . 

I 极小值点 t ( x , : y ) I P + / = II . 

见例 5-71. 

求下列函败在指定范围 D 内的晕大值和最小值:（(1)小 ffi 见例 5-72) 

> f ( x % y ) - x 2 - xy ^ y 1 ^ D - Kx , y ) II x l-H 

> fix , *) = (ax + by c «*〉 e 七 +Jr +* ), 其中 a 2 + b 2 + c 2 > 0, 
fl (2〉函«/在(0, ±1> 和 UU 0) 处有最大值 1, 在 (0, 0) 处有最小 







见例 5-73. 

求下列患 a 数的极大值和抜小值： 

)(x + ^) 2 + + ») 2 + ( 2 + x ) 2 * 3; 

) sc 2 + xyz - j : 2 - xy 2 -9*0. 

U (1) 极大值为 I , 极小值为 -(2) 极大值为3,极小值为- 3. 
见例 5-74. 

§2 条件极值与拉格朗0乘数法 

求下列函数在所给条件下的极值:（（1)(2)(3〉小题见例 5-75) 

) / = 士 + 士，若文十7 = 2; 

) f = xyz t ^ x 2, + y 2 + z 2 = l t x + y z = 0; 

f ] (4) 在 (1, 1) 处取扱小值. 

1 在 ( m )，( f ， m ，( n , 处取极小 
: ( m ).( f , - f . 处取极 

见例 5-76. 

求函数 * » + y ) 在条件 《r + y = IU >^ « >1) 之下的极值. 

J * = y ) 在条件 : r + y = Z 下有板 小值： /( f , ^-) = ( f ) 

求表面秩一定而体积最大的长方形. 












【解】当长方体的长宽高都为表面积的倍时体积最大. 

5. 求体积一定而表面积设小的长方形. 

【解 J 设长方体的体积为 K 则当长宽髙都为 vf 时，表面积最小 

7. 见例 5-77. 

8. 求原点到二平面 + b\y + C\Z + 52 0, <2 2工+ 办2> + C 2 Z "•* 

的交线的最短距离， 



Winip^fUGm 








I^^V3T9f7l 


f#3»a 













9. 求抛物线 y == * r 2 和直线 x - «y = 1 间的最短距离. 

【解 } 最短距离为轰，对应的抛物线上的点是-^) . 

10. 求 j ： > 0， ） > 0 ，2 > 0时函数 /( a :， >, z ) = Inx + 
面 j 2 十 y 2 + r 2 = 6 r 2 上的极大值. 

【解】 当 j = r，j =>/2 r , z = y 5 r 时，函数/取极大值， 

>75. 

第+九章含参变量的积分 

§ 1 含参变量的正常积分 

1. 求下列极限：（（1)(3>小题见例 8-15) 







【解】因 x 2 comx 是连续函数，故 F ( a ) = f x 2 cosordx 是 - «> < a < 

Jo 

上的连续困数 》 故 iimf x 2 cosa ^ d ^ = limF ( a ) = F ( 0 )= 


_ ± 
3 • 


•2. ((2) 小题见例 8-16). 


4. 研究函数 F ( y ) = f y [ {x \dx 的连续性，其中 / U ) 是[0, 1] 上连续 

Jo x + y 

且为正的函数. 

【解】当 >乒0时，被积函数是连续的，因此， F (: y > 为连续 甬数； 当> = 
0时， F (0) = 0;当 y > 0时，设 m 为 /( x > 在[0, 1] 上的最小值•则 m > 0, 


由于 


F ( y ) = f 
Jo 


v/X 


•jdx > 


•j 

Jo 




dr = m arctan —及 lisn F { y )= 

y 


arctan — « ~ r ** 故有 lim F (>) ^ > 0, 于是， F ( y ) 在 y = 0 不连续 • 

> 2 ，-(/ 2 

5. 应用积分号下求辱法求下列积分 “（1)(4) 小理见例 8- IS ) 

(2) J ln ( 1 - 2 a cosj : -+- a 2 )dx {1 a I < 1); 


.2 - 


(3) J ln(a 2 sin 2 a < 十 b 2 co^x)dx(a P fe C). 

[«) (2) 当 I a I < 1 时， 由于 1 - 2“ os : + a 2 > 1 - 2 I a I - 

(1 - I a I ) 2 > 0, 故 ln(l - 2 acosj a 2 ) 为连续函数且具有连续导数，从而可 
在积分号下求导数，有 




t = tan 


■r 

T 


IK 

2 



a 2 - i r m _ dx _ 

a Jo (1 + a 2 ) - 2acosx 



! - -^-arctan 



= 0. 


于是 ru > = o , 则 Ha ) = c ，而 / co ) = o , 故 c = o , 从而 

l{a) - f lr>(l — 2aco&x + a 2 )dx = 0. 

Jo 
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- b 2 }^ W 2 + 1 ■ a 2 /* + b 2 ) at S r+6 - 
从而 Ha) » ^Ln(<? + 6 ) + C (a >0 ). 令 a = b t 得 = nln26 + C, 而 <T( 6 ) 

X 

=J^In 6 2 dx = iclnfr , 于是 C = win 从而 /(o) = win 只 j . 泛 （a >0 ). 若 a 
,< 0 或 6 < 0 , W 可转化为 o> 0 , 且 fr> 0 的情形， »I{a) = n\n l - aA ^ 1 炎 」 . 

X 

结合可得， J^ln(a 2 an 2 a; + b 2 co^x)dx = «ln I a 丨；丨办丨 . 

6 . 见例 8-19. 

7. 设 /U) 为可微函数，求 下列函 敢的二阶导数：（（ 2) 小理见例 8-22) 

(1) F(x) « [ (x +• y}/(y)dy. 

JO 

【解 J ⑴ F\x) = 2xf(x) ^ rf(y)dy t 所以广 ⑺ = 3/(^) + 

Jo 

Zxf { x )\ 

8 . 见例 8 - 21 . 

9 . 设 F(y) = In Vx 2 + y 2 dx , 问是否成立 

Jo 

南 L "” 2 1 一心 - 
【解】不 成立 . 亊 实上， 当时， 

F{y) » J^ln yx 2 + y 2 dx — In V1 + y 2 - 1 •+* >arctan| 士 } ， F( 0 )= 
f i In 7l + y 2 .+ yarctan - 7 ) - 

i m • 屬 _l_ A^m V t V ^ K 


hxxdx = — i, 由此可知， F 、（ 0> = lim 


_ n_ 
® 2 
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同理可得， r - (0) f ， 故 F <0) 不存在.另一方面，当 X > 0时, 

(合 L ， 0 , 故1” dx — 0»由此可知， 

i ：y » 0 时， 不能在积分 号下求 导数. 

10. 见例 8 - 23 . 

11•设 F ( x ) 为二次可«函数， ^( x ) 为可徽 函数， 证明函数 
u(x, t) = *2~[/(x - at) + f{x + aO] + 古 J <p{z)dz 


满足弦裱动方 S & ^ a 2 及初始条件 u ( x . 0) = fU ). uA ^. 0)= 







(1) ! 7 ^ f^ 6y ix> ° >o>； 

( 2 ) Jo Y^ dy <- = ° < ^ <+ ™)- 

【证明 } ⑴ I g:;! |< a 2 J;, v^eta, +co), vxeu，+«), 

而 f 7^7 收致，因此 办在 [a , +«) -致 收敢. 

l 

i ” 2; 

(3> 0 </ e" y < / e-’U < x ^ b t >> 1), 由于 limy 2 • / e' y = 0, 故 

积分 fr ^ v ， d > 收致，从而 j 厂: 在 [«• M —致收斂. 

2. 讨论下列积分在指定区间上的一致收 敛性: <(1)(3) 小®见例 8-24) 

(2) j o x^^dy, ( I ) a € 6]U >0)，( li ) x € [0, b]; 

j* + « j g 

(4) e _a (lt，y (0 < i < + oo). 


(2) 提示： 


CX 3 S(XV ) 
1 . 2 


< 


【解 】⑵ （i 


因为 

J J 


'6 y = - 


_-*4 


A 


< e -' 而 lim e -以 


= 0,所以 V € >0, 3 Ao >0, 当 A >々时，有 e-^C e , 从而当 A > A 0 


时 ， Vz € [ fl , 6], 有 巧办 

>0) —致 收敛； 


<e 


-uA 


< € 


•故 l : 


在 [<3，6]( 


(II ) J^'e-ad：y 在 [0, 6] 不一致收敛.事实上，要证 3 e 0 >0, VA „> 

0，3 A > A 0 和彐 6 [0» 厶 ], 使得 |j" A ^o^' Xu> dy >« 0> 从 J’ xt^^dy = 

丄 
2 e 


知，只要取 c 0 = V A 0 >0,取八= + + f 


o 卞办，工 o = T 


Ao 


6 [0, b] f 就有 J *: x 0 e - x o^dy = e -1 > e 0 , 因此在 [0, 6] 不一致收 
敛. ° 


(4) 积分对任意固定的 《 r 都是收敛的，且当: c >0 时， 
fje-^'^nxdy 但是它在 a : € (0, + cc ) 却不一致收敛.事 
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3 •设 /0> 在 f >0 连续， J ^ t x fit ) dt 当义 = a , A = 6 时皆收敛， 

<6. 求证£°%*/(0出关于又在 [〜 6] —致收敛， 

t 证明】 

I ^ \*"^fU)dt = jy' ff(t)dt +|^^- t b f(t)&t t 设 h = jV 

(( Ode ， h ^^ t ^^ t ^ fUHt , 由条件知， J : f / ⑴ dt 收敛，又 VA € 

且固定，广 fl 关于 t 是单调递增的 t 且|广叫<1 U 6 [ a , 石],« € 
)， 由阿贝尔判别法知，/:在卜， 6] —致收敛，类似方法可•证，7 2 在[«， 

致收敛，故 f = 1 +0& #/(«)&在 U ，6] —致收敛. 

4. 讨论下列函数在指定区间上的连续性：（（2)小题见例 8-29) 

U) F(x) = [ 2 f 2 6y t :€(-•»,+ «). 

Jo jt + 〆 

【解 J (1) 当 x > 0 时， F(x) = arctan 上 I ■ 号 , 显然是连续的 ; 

X n 2 




5. 见例 8-25. 

3. 利用黴分交换次序计算下列积分 : （ U) 


ll^SlBl 


lagMilM 










- siftwcrdr 收致，从而 

x 

<»。> 0时，识分 
是一致收敛的.事实上， 


收敛.于是，对于积分 


利用莱布尼茨法则，得 


> 0的任意性，上式对一 


My 计算拉费拉斯积分 


C08OX ,办 

和 


【解 】① cosax 由于被积函数 《» ctce ”( 1+ * > 

ft 0 < x < «, 0 < y < ①上 的连续函败，并且绝对值的积分 

厂 dy 厂 I Idr e^dx *■?•<+ ». 故原逐項 

积分可交換次序.得乙》 j *%^ dyf " e ^ ooscx ± 

— . 

- 2 e • 

© 由于卜 ff 3. 考虎积分 
15卜 而 r n 1 ^ 收致 ，故 r 
收鉸，又由于当 4»> O 0 >0 时 ， If anozdx j = | * 
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当: T >1 时递减，且当: T — 时趋于0,于是由狄利克雷判别法知，积分 
ir ° 工当 时一致收致，因此，当《>邱时，可在积分号下求导 

••数 • 得^ =- M .由 <2 0 >0的任意性，上式对一切 a >0均成立.由①知坐 

a >0时 ♦ L = f ^' e . 于是， = ye- 9 (a >0). 显然，当 o <0时, 

L 卜 f) dj =-子 e ' 当^ = 0时， Ls -0, 综上所述 ， M = 

Jo 1 + J ^ 

"I ■薄 no • e * 1 * 1 . 

11. 见例 8-37. 

12 . 利用已知积分= - f * lo" e I dx 计算"^列积分： 

(3) | o +W ^V°" 2 dx(a >0); (4) >0); 



f „, “ 、 f 4 * sin 4 x, 1 . 4 丄 Wxcosx , 

【解 ! ⑴]。 —dx=- TS mx ^ +J 0 x ^ 
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⑴ J^rxUWdjy 在[士 • 6] (6 > 1) 上一致收敛； 

(2> f — 在 （- », 6] (6 < 1) 上一致 收敛. 

Jo ^ 

【证明】 （1) 令 ： y =十，则= J * (- ★Jin y-df = 
J , — ~i — dt ， 当 ：€ j _ 了，办」 G >1) 时， ?2 j < — ^ -: = 

^ T(f ^1), 由于收敛，故结论成立. 

⑵令 ; r = +，则 f* ^7 = f 1 (- t^~ 2 )dt = 「 °V-Mr ， 当 y 6 ( - «>， 
t Jo jr J +» J] 

b](b < 1) 时 ， I t y ' 2 I < t°，\ W b < iBi t b -2 <- i t 从而知 山收 

敛，故结论成立. 

第二+章重积分 

§1 重积分的概念 

1. 证明性质 （4), 性质<6〉. 

【证明】性质(4>(重积分的单调性）：若/与 g 都在 D 内可积，且在 D 内 
的每点 P 都有则 f [/( P ) dc 7< | Tg ( P ) d ( r . 证明 如下： 

4 1 

对 j) 的任意分法：丁 = I厶 (?i » 心2,…， 心, J 和任意的 d 求〉 e 有 

m n 

fH 仏） ?)(*. = U 2, •••, «), 因此 2/( 色，< ^ g ( Si ， 

$• 1 !■! 

flM 。：， 令义 = max | d <^ cr ( )! — 0 取极限，由极限的不等式性质，得 

Jfg(P)da. 

性质 (6)( 积分中值定 理）： 设 D 为有界闭区域(因而是连通 的）， /( P ) 在 D 
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上可积，則存在 d, 使得 J|/(p)d ff = /(P 0 ) I d 丨， 其中 I rn 表示 d 的 
面枳.证明如下1 

• 己知函数 /( 尸） 在有界闭区域 D 上连续，则 /( P ) 在 D 上必能取到最小值 
m 与最大值 M, 故 m VP € D f 所以 m \ D \K Jf ( P ) do < 

Ml D f , 即根据连续函数的性质，在 D 上至少存 

在一点 P 0 , 使 /< P 0 ) = ~^ JJ /( P ) d < r , F 0 € D , 即 | V ( P)da ■ / CPo)')DK 
2. 证明有界闭区域上的连续函数必可积. 

t 证明】设 f { x 9 y ) 在有畀闭区域 D 上连续 _ 则 /( x , y ) 在 D 上一致连 
续 ，即 Ve > 0， 3 d > 0,对 D 上任意两点 P〆h ) 与尸 2 ( X 2, 乃），当 
r ( P i% P t ) < 夕时，有 

\ f ( Pi )- f ( P 2 )\<€. 

对任意分法 r , 它将 D 分成《个小闭区域 D 1# D 2 -. D h , 则函数 / U , j ) 在 
上必能取到最大值的与最小值 rw 4 , SP 仏上存在的点（$' 4 ,与 （ A , 
7%),使 

/■( 〆 *• 〆 *) = Mi 与/ XT *. ?**) = m * (走=1，2, …， n ), 

所以，当人= m^JcKDjI < $时，有 

w* = M* ^ m k = r)\) - fi^k* i"k) < € (i = t, 2» ***, n ), 即 

2 如 k 匕 。 i < e 2 厶内 =€ • I D I ♦ 所以 /( j * j 〉在 £) 上 可积. 

y . 设 n 是可度 fi 的平面图形或空间立体，/，^•在 / J 上连续， 证明： 

U ) 若在口上/(户）>0,且 / cp > 异0,则>0; 

(2) 若在口的任何部分区域 xTc / J 上，= J ^( p )< ia 则在 
n 上有 /( P ) sg ( P ). 

{ 证明】 ⑴函数 /(X, : y ) 在 n 上的积分和是：易知 

iml 

/ U ,., 7 i )>0. 厶久 >0, S » 1, 2, …， 《•再由 E 知， 3 P 0 € n t 使得 /( 尸 《) 
> 0.又 f ( P ) 在0 上连续，则 /( P ) 在 Po 点连续，从而存在 Po 的某$邻域 
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0< P 0 , (Th 使得 VP € O ( F 0 . 有/(户） > > 0, 且应有 P 0 € 

An fo (l< «o < n), 并且当 A = mgctd(^)I 充 分小时，有 厶仏。 C CJ 

( Po /^). 此时有立/(巧)抑>/(巧。)抑。>^^叫。>0,所以 

Vim^, f(6.0i ^|^(P)dn> ^|^An io > 0. 

(2) 反证法.假设在 P 。 点有 /( P 0 > 尹 f ( i \ j) e P 0 6 fl , 则/<卩0)-哀(匕〕 
#0* 不紡设 /( P 0 ) -〆 心） >0_ 由于 /< P )， g ( P ) 在 /J 上可积，则 /( P > - 
〆 朽也在 /} 上可积.又因为 /( P ), WP ) 在上连续，所以戶〉在 
上连续，所以，存在 P 。 的充分小的在邻域 f » oiP ^ 6 )< zn T 使得 Vf 


€ a\ 都有 /(f) - 茗 j g L > 0 . 所以在吖上，由 （ i) 可知 
|[/(p) - gCP)]6n >o P 这与 !/(p)df) = |g(p)dn 相矛盾 • 所以 f(P) s 
g (. p) t pea . 

5 . 若 l /< x ， ： y ) I 在 O 上可积，那么 / Cr , 在 P 上是杳可积?考察函败 

M , 若> 都是 有理致 

fix, >} " Ui 若 x , >至少有一个是无理数 
在 [0, 1] X [0, 1] 上的积分. 

【屏】不一定.亊实上，对 D 的任意分法 T ， 因为在 [0, 1] 上的有理数与 
无理数是处处稠密的，所以毎个小区域上既存在横、纵坐标皆为 有理數 的点又 
至少存有一个为无理败的点，如果在每个小区域上取横、钒坐标皆为有理数的 

w k , 則积 分和 〆 w *= 2/(^*)^* -如果取有一个坐标值为无理数的点 

身 《1 

r i 9 則积分和为所以当 a — 0时，积分和的极限 

km \ 

是不存在的，即 /<1 : y ) 在 D 上不可积. 

fi 是，在 [0, 1] X [0, 1] 上， l / u , y )| si f 所以丨 / u , 在 [0, l]x 
[0, 1] 上是可积的. 

6 . 见例 6-1. 








§2 重积分化累次积分 


1. 计算下列二重积分 ：（（1 K 3) 小®见例6-2> 

(2) JJcosCx + y ) dxdy , D = [ o , y]x [0, ^] 5 

D 

(4) J D = [0* 1] x [0, 1]. 

I 解】 （2> - 2. (4) 21 n 2 - I . 

2. 将二重积分 | VU , J ) d ; rd ： y 化为不同顺序的累次积分 〆 C 2 K 4) 小超见 
例 6-3) 

(1) D 由：轱与 * z 2 + / = rHy >0) 所 围成； 

(3) D i\y - x 3 , y = 2 x i t > = 1 和 ; y = 2 围成. 

j7 fr rV r 2 .r 2 fr 

【解】⑴ |/_ = j. r Ho /d> = \o dy )-/7^? fdx ' 

(3) |/cUd 尸 =f:Vxf: J /d y + J: 

3. 改变下列累次积分的次序 ：（（1)(3> 小题见例 6^4) 

(2) 6 x ^ J { x , y ) dy ; • 

[ ff 】（2) 广心<工， y)dy = j ^" d ： yj : /*(:，^)dx + \ yi ^ y \ x ^ x, 

y ) dx . 

4. 见例 6-5. 

5. 计算下列二重积分 t <( l )(2)(5)(7) 小®见例 6.6) 


^^dxd^, 


D ： x 2 + > 2 < 


xy I d-rd>, D : 


> 2 < 


•P， d . 


xdy w Z> 由 j = y 2 , *r=0，j = 2 ， 夕 = 2 + : 所围成； 
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(8) Jsinnxdxdy , D 由》 = x 2 , ：V = 4 工和 : y = 4 所围成 • 

o , 、 592 3272 

mi ⑶春⑷了 • (6) ^- rT ' 

4 &inn (n + sin a — 2 ncosnl 

w - — ^ - 

6 . 求下列二重积分 ： C (3) 小團见例 6-7) 

.(L) I = f:0%; (2) 1 = 心 V’V 

I 解】⑴士 - 忐 . ⑵士 _ 士 _ 

8. 计算下列三重积分：（（1)(2>(3)(5)小超见例 6-8) 

(4> ^ x 2 yzdxdydz , V 是由曲面 J 2 + / + * 2 = !• x * 0, > = 0* * » 0 

围成的位于第一卦限的有畀区域； 

.(6) | ycosix ^ z ) dxdydz t V 是由 > ;々，> = 0，： = 0及工”= 

所围成的 区域. 

m] ⑷忐 - 

9. 改变下列累次积分的次序:（(1>(4)小®见例 6-9) 

⑵ J :« 2+, 办-?， 2 此；⑶ z)dr . 

1C* 】 (2) 原式： f/yfH dzf o /U t y, z)6x^ 

fX : + ld 2 JV ^ /u ， y . 仙. 

(3) ® 式， J |/ bj 0 _ y dO ( x , y ， z ) dx ^ 

\ l 6y\ " dz\ 2 fU. yt *)dx 
JO J - y-l J l - y ~* 

= j*X + i d «|^/( x , y t r )6 y + 

J 2 < ir 厂 ^ /( x , y > z ) dy . 
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10. 求下列立体之体积 ： （ （1> 小翅见例 6.10) 

<2) 7由*>立 2 +， y > x z 9 * <2所 碥定. 

(3) V 是坐标乎面及»2, , y «3. + ^ + 4所围成的柱体. 

【解】 （2> - ^ . (3) V w 9. 

§3 重积分的变量代换 


L 用极坐标变换将 y ) drdy 化为累次积分: <(3)(4) 小 fi 见例6-11> 

U ) D ： 半圆 + y 1 ^ a 2 t y > 0 i 
( 2 ) D ： 半环: r 2 + > 2 <6 2 , x ^ O . 

【解】（1> ^/( x , y ) dj：dy - J ^ d ^/ Crcos ^, rsmd ) rdr . 

(2) ^ /{jr, y)da:dy » J d^| /( rcos$ t rcf»$)rdr. 

2. 用极坐标变换计算下列二重积分 :（（1)(3) 小®见例 6-12) 


y ) dxdy t D ： Q 


的内部； 


(4) |^ dxd ^ # D 是由阿基米德縹线 r =夕和半射线9 x 围成； 

(5) J^dxd>, D 由对数嫌线 r = ^和半射线 0 = 0, ^ f 围成. 

I 解】（ 2〉 f • (4) 4 - n 2 . (5> 春 (1+ ^). 

在下列积分中引入新变 fi W , V 将它们化为累次积分 K(2>(3 ) 小 «见 
例 6-13) 

(1) |^ dx| A f { x ， y ) dy t 若 w - x + y , v - j : - y , 

(4*) ^/(^» y ) dzdy t 其中 D \( x t y ) x + x>0, y ^0 \(a > 

0), S 1 x + v * u . y - uv . 









(4) J* ud«J /( « — wv, uv ) dv . 

4. 作适当的变 fi 代换，求下列积分 :（(3) 小思见例 6-14) 


(I) [T (x z + y 2 ) dxdy t D 是由 x 2 + y * = 1 围成的区域; 


(2) (x + y ) dxdy , D 由; y = Ax z , y = 9 x 2 P x = 4 y 2 t x •= 9 y 2 围成 


【解 J (1) 令之 = rcosff , y = 原式 =^. 

(2) 作变换 《 = v= 苦. 

5 .利用二重积分求下列曲面围成的立体的体积 ：（（1)(6) 小題见例心 15) 




= 0 , 


(3) 球面 


=s <? 2 与圆柱面 x 2 + y 2 = ax(a > 0} 的公共部分 


⑷蜉 + 妥 + 4 = 1，^^^ = >oj ； 

a b c a t > c 


: W 

2 n - 


， 2 r = 夕七夸. 






【*】 ⑴士(士-士 )士(^- 〆 心 1+ + -★). 

(2) +( 士-士 ) ( ^ - -^/a + y ( p "2 - a "2)]. 

⑶ 十 (士 - j ). 

⑷ Uabc {2- t ). (5) ^(2>/2 - 1). 

10. 见例 6-19. 

§ 4 曲面面积 

1. 求下列曲面的 面积： <(4)小题见洌 6-20) 

(1) t = <2^/包含在阖柱/ + / = ?内的 部分； 

O ) 锥面 z 7 x 2 + y 2 被柱面* 2 = 所截部分. 

【解】 （1) 所围曲面在 aa 面上的投影为 D = Kx , y ) I ( x 2 + y 2 Ka 2 \ t 






第二 + —章 曲线积分与曲面积分 


§1 第一型曲线积分与曲面积分 

2. 计算下列第一型曲线积分 : （（ 1)(6)<9) 小題见例 6-21) 

(2) Jx 1 + 其中 L 是圆周 x 2 -¥ y 1 ~ ax \ 

(3) J xyzds , 其中 L 为想线 *r = acost t y = asinf, z = bt{0 < a < b) t 

0 在 f 在 2 m 

(4) | l (x 2 + 其中 L 与 (3> 相同； 

15) \ (x^ + yhds, 其中 L 为内摆线 + >3 » a t. 

J L 

(7) J xyds t 其中 L 为球面 z 2 + + z 2 = a 2 与平面 x ^ y + z - 0 的交 

线； 

(8) J* (xy + yz + zx)cb ， 其中 L 同 （ 7); 

(10) Jly 2 + z 2 ds , 其中 L 是 j ： 2 + y 2 + z 2 = o 2 与 a: = y 相交的围周 . 
【解】 （ 2) 2a 2 . (3) =J! Y k /^TP. 

(4) >/ta 2 + 6 2 ( 2a 2 n + . 

(5) 4a3. (7) (8) tw. (10) 2ita z . 

3. 计算下列第一型曲面积分 ：（（ 1K5) 小思见例 6-22) 

(2) f[ 其中 S 为柱面/+/ = R 2 被平面 * = 0和 r = H 所截 

取的部分； 

(4) JJ* 2 dS , 其中 S 为螺旋面的一部分 ： x = ucosv, y - u$inv t z ~ v 

s 

(0 ^ u ^ a, D ^ v < 2 k). 
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的转动 《进 J = 

m r= n 
=a 
= a 



h . 设此 JK 线的线密度是均匀的 








7. 求 撖物面 3tr = f</ + /)，0<*：<1 的质 fl. 设此壳的密度 p 

l«j i^±j2^. 

8. 见例 6-25. 

9. 求均匀球壳 x 2 + / + * 2 = a 2 (z > 0) 对 s 轴的转动愤 S. 

1 解】 -J-K^po, 

10. 求均勾球面 * = Ja ^ — x ^ — v ^(x ^ 0. v ^ 0. jt + v ^ a 、6 


imi [^a^a t f(j2 + i)j. 

11. 若曲线以极坐标给出 ：p = pW<&i < e < ^ 2 ),试给出计算 J 
is 的公式，并用此公式计算 下列® 线 积分： 

⑴ ds t 其中 L 是曲线 P = a [ o ^ e < f ); 

(2) f xds t 其中 L 是数*线 p = ae^k > 0) 在圆 r* = a 内的部分 











( 2 ) f xds = [ JTin^dd = a 2 71 + «? w cos^d^, 

J L J -cp J -os 

令 J = f e 2U coaede * e^sin 夕 1 0 - f° 2k^sivi9de 

J - » I ^eo J -• 

= 2^j*° e^dcoe 夕 

= 2*^008^ [!„ -4* 2 J ^# co ^ d 设 
= 2k - Ak 2 I^l 


2k 


4k 2 


于是厫式 =« 2 • A = j 

12. 求密度 p = 外的我 固锥面 j ■ rco89 >, y = rsinf » * = r (0< p <2? r , 
C 对位于曲面顶点 (0, 0, ⑴的单位质点的引力.当 A 一0时，结 

果如何？ 


【解】 X = Y » 0, 2 * f 卜外心= in^ 0 ln —. 若 b *0, 则 Z -►+ w • 

Jg T O 


§2 第二型曲线积分与曲面积分 


1. 计算下列第二型曲线枳分: <(4)(6) 小® 见例 6-26) 

(1) |^(2a - y)dx + dy, 其中 L 为摆线： c = - sini), y = a(l - 

cosrXO < f < 2n) r 增加的 方向； 

(2) | l - : tV^ dV . 其中 L 为圃周 x 2 + ：y 2 = « 2 依逆时针方肉； 

(3) | t xdr + ydy + zdz t 其中 L 为从(1， I 1) 到 (2, 3, 4> 的直线段； 

(5) - zdy + ( x l + y 2 ) dz f L 为曲线 ; e = y = e " 4 , * ® 如从 

(1，1. 0) 到 ( e , e ， 1 ，《)• 

l 解】 （1) na 2 . (2)0. (3) 13. <S)2*^{t 2 - e— 2 )_ 

2. 见拥 6-27. 

3. ((1)(3) 小®见例 6-28) 求闭曲线 L 上的第二型曲线积分 

£ vd«r — a ： d > 

9 l ^ + y • 
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(2)1 为楠圆 < + # « 1,顺时针方向； 
a 0 

(4) I 是以 （-1, (1, - 1>, (0, 1) 为顶点的三角形，順时针方向. 

【解】⑵ - 2冗 . （4> 2«. 

‘ 4. 求力场 F 对运动的单位质点所作的功，此质点沿曲线 L 从 A 点运动到 

B 点: <(3)(0 小®见例 6-29) 

(1) F = (x ~ 2 xy 2 t y - 2 x l y) t L 为平面曲线 y ; « r 2 . A (0, 0)， 5(1， 

1)； 

(2) F = ix + y , L 为乎面曲线 = 1 — (1 — x I , A {0, 0), B (2 9 0). 

[解！ （1)0- (2) y . 

5 .见例 6-30. 6, 见例心 31. 7 .见例 6-32. 

8 .计算下列第二型曲面积分 :（<4)(5>(6> 小理见例 643) 

(1) - z)dydz + x 2 dzdx + ( y 2 + j ： z ) dxdy , 其中 S 为 a : — .y = r ~ 

0, a ： = y^sr = a 六个平面所囿的正立方体边界的 外侧； 


(2) (x + y)dydz ■+(> + «)d«dx + («• + x)dxdy» 其中 S 是以原点为中 

• I 

心，边长为2的正立方体表面的外 W ; 


(3) 








zL 

.2 


1的上半部分 上侧; 


(7) x^dydx + y^dzdx + t z dx 6 y , S 是球面 (x — a ) 2 + ( 夕 ■ 6) 2 + (: - 
1 

c ) 2 =* K 2 的外 «. 

【解】 （1)(2) 24. (3) 0. (7) +A + c ). 

9.见例 6-34. 
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第二 + 二章 


各种积分间的联系 
与场论初步 


§1 各种积分之间的联系 


应用格林公式计算下列积分 i ((4)(5> 小® 见例 6-35) 


(1) j xy 2 dy - x 2 y^c ,其中 L 为 « 湎 $ + ^ * I 取正向； 

(2) j> ^(x + y)dx + (jc - y ) dy , L 同 （1>; 

(3) ^(x + y) 2 cLr-(x 2 + > 2 )d>, L 是顶点为 A(1，1)，B(3,2), C{2, 
5) 的三角形的边界，取正向. 

. 【屏 ] <L) -jabia 2 + b z U. <2) 0. (3)-46+. 

1 . 利用格林公式计算下列曲线所围成图形的面积:（(3)小®见例 6- 3<5) 

(1) 双纽线 r 2 » a 2 cos 2 $; 

(2) 笛卡儿叶形线 x 3 + ^ = 3ax> (a > 0). 

[ ff ] <1) a 2 . (2) fa 2 . 

3. 利用离斯公式求下列积分 ：（（1)(3〉 小理见例 6.37> 

(2) ^{ x^dydz + ^ 3 d«<Lr + t ^ dxdy , 其中 《S 是单位球面的外 Ms 


(4) \\U - y t z 2 Uydz +{ y - 


) dzdj ： + (« - jr 2 + y 2 > didy，S 是 


U - a ) 2 + { y - b } 2 + (r - c ) 2 = R z 的外侧 • 

【解 J <2) (4) 4« R 3 . 

4. 利用斯托充斯公式计算下列积分 :（(3) 小题见例 638) 


(1) ^ x l y % dx ^ dy + zdz , 其中 


( a ) L 为®周: r 2 

(b) LS ： v 2 + : 2 


? = 0. 方向是逆时针； 

所交的梅圆，从 x 轴正向着去，按逆时针方 


向. 
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袖正向看去 B 周是逆时针方向. 


【解】⑴ （a) - (b) 0. 

.(2) = |(|J - U) d,d* + (|f - |f) ^dx + ( g - |J) dxdj 

=J*(- 1 — l)dyd* + (— 1 — l)d«do; + ( — 1 - l)dxdy 
= 3 j* (- 2 )dxdy * — 3a 2 . 

(4) -yw_ 

5 .见例 6-39. 6 .见例 6-40. 7 •见例 6-41. 8 •见铒 6-42. 

9. 见例 6-43. 

10. 求证 f 

滑封闭曲面，II为 S 的外法线方向， r * (x, y, y), r » I r I. 试对下列两种 
W 形进行讨论： 

(1) V中不 含尿点 (0, 0, 0); 

(2) V 中含 i« 点 (0, 0, 0〉时，令 JJ » lim 其中 

V；是以《点为心，以《为半径的球. 

KE 明】 （1) 设V中不含 (0, 0, O ), 因为 


dxdvdf 


f 


cos(r, n)dS, 其中 S* 包围 V 的分片光 




~-U~- 

=1 


~ Jdxdyds 


dxdydz . 


故 


drdvdz 


f 


cos(，，n)dS. 


(2) 设 V 中含原点 (0, 0, 0), 这时，不能对V应用髙斯公式，必须用一小 
区域将点 (0, 0, 0) 挖掉，即以点 （0, 0, 0> 为中心，充分小的 e>0 为半径作一 
球域V,,其边界(球面）以 S , 表示.对闭域 V- V,,应用高斯公式，仿上可得： 


J«8(r，wJdS + l^r, »)<1S s |[ [^( f) + f y ( f) + A( f) ]^ ( 

C 

* 2 |f 

c 

但在 S, 上， n 的方向与 r 的方向相反，故 cos (厂， fl) = - 1，于是 j"cos(r» n )dS 

f dxdvdz 


=-4« 2 ，由此可知，在前式中含 


^ I ， 

ll / 利用高斯公式变换以下积分 ：（(2> 小 《 见例 644> 

(1) jjJ * xydj：dy + xzdzdx + yedydx . 

{ 解】⑴ 0. 

12,设 u ( x , y ), v(^r y ) 是具有二阶连续傕导数的 函数， 并设 

& ♦证軋 


0+取 极降， 即得 


⑴ JjA«drd> » ^ ^ds i 

_ 

C2 〉^Audxdy J(|jfj + |^g)d:d” L” 

(3) - t» 么《 )dxdy = - v - u ds. 

# 

其中 < r 为闭曲线；所围的平面区域，$为沿/外法线的方向导数. 
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9 

M du Bv . d 2 y Bu 9v . 3 2 k*1 ., 

G W + GG + v p 」 d : d ， 

4 

^ S ( v f } + V j^) dxd y s J uAudrd >* 
⑶ 4 i & 戠 - u S) ds = -1 f 

* - f 严 fi dy ■ v l? dx + f« h dy ^ u 

r ( dv ) / dv 3u \ 

=^ t \ u r x - v r x \ d y-\ u J~ y ^ v a y ) 

® ff («dv — x / Aw ) dxd ^. 


I 证明 J (1) |^d«r = |^cos(ff,j) + |^cos(«,y) j ds 

= W fr 08 ⑴，〉 _ ’ ，立 ) l d, 

= + = J Audx ^* 


(2) 由⑴ 


§ i V di d5 = h V ^ liy ' lt 3 ^ dX 


13. 设厶 《 = 


d 2 u . a 3 u . a 2 , 


dx ' 


( 1 ) 


^udsdydz = 


=f 


3z 29 

r n ^ 


S 是 V 的边界曲面，证明： 


⑵ J w l^ ds= I [{^) 2 ^ {y；} 2 ^ [ 3 ^Y] dxd ^ 


dx dy 


s 

d 

rj"X 
3 - 3 d 
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u^udxd^dz. 


琴中 u 在 V 及其边羿曲面 S 上有连续的二阶偏导數，&为汾曲面 S 的外法线 
的方向导数. 

[证明】⑴由于 g * |^ a»a + f ^ coa ^ + f ^ cosy , 因此，由高斯公式， 


co 67 \dS 


Audxd^dr. 


r ^ s = f ( g -^^ + s^) ds 

-1 (& + v + &) dxdyd；t = I Audxiydz - 

<2) | k i^ ds = |( u + u ㈣ +“ 詰⑽)必 

= | [^( u s) + - ij) + a( u s) ] a ^ d = 

=I—+ jj [(sr + (s) 、 (s) i ] drd >- 

14 .计 J ? 下列曲面积分 ：（（2)(3) 小埋见例 6-45) 

(1) IT ( x 2 ^ ^ 2 ) d>dz + ( y 7 - s 2 )dzdx + 2 z(y - x ) dxdy t 




VI dxdy . 


其中 S 是+ ^ = IU 彡 0)， 下侧； 

<X Q C ' 

(4) ^ [ ^2 + yz^dydz + ( ^2 + dzdx + { + J 3 ^ 3 ) dxdy , 

$ 是在； + + ^2 = 1{ j ^ 0), 后側. 

【解 1 ⑴ 0. (4) 

15. 见例 6-46. 16. 见例 6.47. 17. 见例 6-48. 

18. 设 PU , jy )， QU , 在全平面上有连续偏导数，而且以任意点 （ r 0 , 

加）为中心，以任意正數 r * 为半径的上半圆2 « x 0 + rcos^，y = rsinO 

恒有 

fF ( x , y)dx + Q ( j » y)dy = 0, 


求证 P (^* y ) =0, s 0. 
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0 取极限，得 


0得 


= (If -f^) | M . 〒，此式对任意 r >。都成立，两端令 r . 

pu 。. , fl ) = ( g _^)| wv .^^。. 

由 U 0# 加〉 的任*性，知 P ( x , y ) S 0. 从而 g| M = 0, 
Y 1 = 0, 由 （* r 0 , 的任意性，这就证明了 I® ■ 0. 

k (: 0 . V dx 

§2 积分与路径无关 


I. 验证下列积分与路径无关，并求它们的值:（(2〉<5>(7)小題 UL 例 6-49) 

广 << M > 

( 1 ) (x - y){dx - dy)i 
J <fl,o) 

(3) f <<U) ^沿不通过原点的的 路径； 


(3) | (1 ' 0) :， . : 沿不通过原点的的 路径； 

(4) + y)(dx + dy ) ^ f { u ) 是连续函数; 
J (0.0) 

M6.U1) 

(6) j yzdx + xzdy + xydz ; 
w 其中 （A, yi ，q)， 

Va 2 + V 2 + s 2 


» 其中 （**1，yi，rj)* ( xz * y %* *2) 在球 


a 2 ±.. 




IK] (1) 0. (3) lalO. (4) jy*/< w )dt*. (6) 0. (S) 0, 

Z. 求下列全徽分的®函数 :（(2)(3) 小«见例 6-50) 

. (1) (x 2 + 2xy - y 2 )dx + (x 2 - 2xy - y 2 )dy; 

(4) (x 2 - 2yz)dj ： + iy 1 - 2xx)6y + (< 2 2jy)dti 

(5) (e x sin> + 2xy l )Ax + (e^cosy + 2x z y)dy; 

⑹ [ u 2 "-">) 2 -士 + + [ 含 - ( x 2 "->) 2 + 3 ^]如 + 5z3dz ' 

【解】⑴ u(x, y) = J 3 + x 2 y - - 如 3 + C. 

(4) u (x, y 9 x) = -^-x 3 + + 士 《 3 • 2x>« + C. 

(5) «(,x. - sitiy + x l y 2 + C. 




—— lnx +■ 



+ \ny + 


3 4 + i ^4^ 

4 4- 



3. 函數 FU , W 应满足什么条件才能使微分式 FU , WUh + ydj ) 是 
全微分. 


【鮮】 xF ' yix , y ) ® yp \{ x 9 y ). 

5 .见例 6-51. 6 •见例 6-52. 7 •见例 6-53. 8.见例 6-54. 


9. 计算积分 J ^ jtWx 2 4-^- l ) d ^ + y \ n ( x 2 + / - l ) d >, 其中 L 是被积 
函数的定义域内从点（2, 0) 至(0, 2) 的逐段光滑曲线. 
mi d ( 提示：利用积分与路径无关）. 


§3 场论初步 

1. 求 “= 之 2 + 2y 2 + 3r 2 + 2xy - 4x + 2y - 4* 在点 0(0, 0 ， 0 )， 
AC1 ， I ， 1 〉， B (- 1, - L, - 1) 的掸度，并求掸度为零的的点 . 

t 解 】 - 2x + 2y - 4. = 4y + 2x + 2, = 6* - 4. 

① 在 O 点，有 grad** » - 4i + 27 - 4-*, I gradu I = 6, 

方向 ： com 88 - 音， cos^ - 女 ， coey » - 

② 在 A 点，有 gradtt » 8/ + 2ik B I gradu I = 3 -/T7 9 
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[*2x + 2> - 4 « 0 

，以要 Igradtt 丨 = 0, 只要 *^4^ + 2 *r + 2 « 0, 解之，得 j : = -3, > = 

—4 = 0 

BP 在点 {-3, 5, 择度为零. 

2. 计算下列向 ffl 场 F 的敢度和旋度:（(2)小«见例 6-55) 


⑴ F » (^ 2 + g 2 f z z + x 2 , x % + y 2 ); 
(2) F - (j： 2 yxr xy 2 z, xyz 2 ) i 


㈣ 七 


【屏】⑴ divF(x # *) = |f + |^ + |f=0, 

= 2(y - - x t x - y). 

(2) divF = 2xyt + 2xyt + 2xyt » 6jys, 

rotF = (xz 2 - xy l yx z y - yz 2 t y 2 x - x 2 s) 


1^) 


(3) divJ* = 
rotF = 




, 378 • 






附录 2 部分髙校数学分析考研试题 
. 及模拟试题 

{东北大学 1997 年） 

— 、（15 分〉 设，卜 2 如士，尤尹 0 ,证 明： 

I Q . i = 0 

(1) / U ) 在十《)上处处 连续； 

(2) /(* r ) 处处存在， 但在工 =0处 / U ) 不 连续； 

(3) f{x) 在任何有限区间上均 Raemann 可积. 

.二、 （20 分）设 / U > 在有限区间 （ a , 6) 上一致连续， 求证： 

( l〉/U + 0)4/(6-0) 存在； 

(2) 当 /(a + 0) = /(々-◦)时，必存在 c € (*2,点）使/(工）在<处取最大 
值或最小值. 

三、 <10分）设 fix 、 在 [a - h 、 a 十 / i ] 上连续，在 （a - A , a +凡）上可 
撖，其中 A >0是常数，证明 ：存在 0< 0 < 1,使 

fU^h)-f{a^h) = /(a + eh) ^ /{Q ^ $h y 

四、 （20 分 } 1. 求由： y 2 = 2 px , y 2 = Iqx , = 2 my t x 2 = 2 ny , z » 

0, z ~ xy 所围成的体积.其令 0 < p < q t 0 < m < n 是常数. 

2 .设 C 是球面 x 2 + y 2 + z 2 = < i 2 与平面 * r + j + s = 0 的交线 . /， w ， n 
是常数，计算第一型曲线积分 

^ (/x 2 + my 2 + nz l )ds. 

五、 （20 分） i . 证明： 广义积分 >3 心处处收敛，且在任何有限 

J wOO 

区间 d < a < 6上一致收敛，但在 -CO < a <+ «>上关于 o 非一致收敛. 

2. 对任何 a > 1,级数 免 在 U , 十欠）上一致收敛. 

»«1 紅 
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六、 （10 分）设 / u ) 在 u, +«>) 是单调下降的非负连续 函数， g(r〉 在 
[a, + oo> 上连续，且 J^U)cLc 收敛. 求证： 

、• (i> jyVu) 名 (1> 心 收欽； 

(2) 存在 a < f <+ <»•使 f f { x ) gix)dx - /( a )| g ( x ) dx . 

七、 <5 分）设 / U〉 在 [a, +«) 上处处连续，且 

瀵4+ 09 

其中 A 与 S 是常數.证明：在 U , +«) —致连续. 

(东北大学 199S 年） 

一、 （20 分）1.设/( I〉在 [a> 6] 上连续，若对 •£,_ S [a, 6](w = 1, 2, 
…〉 ]im/(x„) = A 存在， 求证： 存在 x 0 ^ [a, b ] 使 / 〈: to ) = A, 

2. 证 明:在 （-CC, +a) 上连续的甩期函数，在 （-CO, +CO〉 上一致连续. 
进而 求证： fix ) = 8in 2 x + sirur 2 不是周期函数. 

二、 （20 分）1•设 /( x> 在 (《, +«) 上可級•且存在，证萌：对 
任何 u fix ) 在 Uw + oo) 上一致连续. 

2. 在上述假设条件下、存在 x 0 —+co, 使 limrU n ) = 0. 请证明此结论. 

三、 （20 分） 1.把二重积分 JJ /( 虹+ 办化为 定积分，其中 

• 2 * y l K \ 

/(/) 是处处连续的函数，且 a 2 + 6 2 关 0, 

2.设 C 是不经过原点的一条光滑简单闭曲线的正向，计算曲线积分 



四、 （10 分）设 》„ U)U = 1, 2, •••) 都在 U , 6] 上连续，级数 
^ Ufl (: r 〉 在 [ a ， 6> 上处处收敛，而在 r 6处发散.证明 ：级数 D WrT U ) 在 

K=i 負 

la , b ) 上非一致收敛. 

五、 （15 分）设 / U , 0在 cgaOco , a^t <月上连续，且广义积分 

广 

J fix* f)df 

在 U , y ?) 上关于 f 是一致收敛的， 证明： 此广义积分在 U , W 上关于【是一致 
收敛的. 
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六、 （15 分〉证明： 广义积分 f ― ( 」 d 钍在0< A < 2 上条件 

Jo X 

.收敛<即收敛，但非绝对收敛〉，且在0 < A < 2上内闭一致收敛，但非二致收 
■ 故 . 


{东北大学 1999 年 } 


- 、 (20 分 ）1- S £>( j ) = {:’ X 试证明 :函数 /< jr ) = 

• rDU ) 在= 0处不可导. 

2. 设 / U ) 在区间 U ，6] 上连续， f ( x ) > 0且不恒为0，试证明: 
j/U)dx > 0 . 

3. 证 明：广 义积分 ^ sin ^ dx 收敛. 

4. 证明：函数 


/(x, y ) = 



x 2 + > 2 7* 0 

x 2 + « 0 


在 (0, 0) 点不连续， 

二、 （10 分）设 / U ) 是有限开区间 U , 6) 上的连续函数，证明： /(X) 在 
< a , 6) 上一致连续的充分必要条 件是 ： lim f ( x ), lim / U ) 都存在. 


三、 （10 分） 设函數列 f v U) - = 1, 2,,...), 试证 明; 

在 闭区间 [0, 1] 上不一致收敛. 


四、 （10 分）试证明：函数项级数$(-1> | *^4^在任何有限区间内一 

n * I « 

致收敛，但对任意给定的1值都不绝对收敛. 

五、 （10 分）试举出 / U ) 在闭区间 U ，6] 上不是 Riemajm 可积，而 
户 U ) 在闭区间 U ， W 上是 Kiematm 可积的例子，并给出证明. 

六、 （10 分）求出由撖物线芦 r , / = qx (0< p < q) t 以及双曲线 
xy = a , xy = 6(0 < a < b ) 所围区域的面积. 

七、 （10 分）设 S 为上半单位球面/+ / + = 1的上側，计算第二类 

曲面 积分： 
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Jj " x 3 d . yd « + y i dzda : + z ^ d ^ cdy . 

人、<20分> 利用 ^ dx ( t ^ O ), 计算积分 J ^ 5 ^ cU . 

(东北大学 2000 年） 

一、 （20 分）简答下列各超： 

<1)用賁定的浯气叙述函数 / U ) 在区间 J 上无界；并用此定义证明函致 

/( x ) 丄<»5 ^■在区间 ((3, 1) 上无畀. 

〆 X X 

(2) 证明；函数 / U ) 在 J =0点可微，但在 x »0 点的任何一个邻域内有 
不可微的点，其中 

in ^ # 0 

0 ， x = 0 

(3) 若级数“收敛，且有= 1，是否有级数_匕收敛？为什么？ 

(4) 设 l V > 在点 U 0 , 邦）处存在 ， df ^ v ) 在点 （ x 0 , 处连续， 

证明： 二元函 数 / U , :>0在点 Uw 加）处可 «. 

二、 （S 分）设 / U ) 在 U , 6) 连续 ， e S U , 6), 且 / U ) 在 U ， c ) 和 

( c , b ) 内可傲 ， Vimf ( j ) 存在且 = f ( c ). 

r^K z^c 

三、 （ S 分）求出由椭圆 (k + ： y > 2 + (x + 2 y ) 7 = 1 所围成区域的面积. 

四、 （10 分）证 明：! 把 f 《 ()• 

五、 （12 分）设 S 是三维空间中 xy 平面上的曲线段 ： y = sinx . Q < z < 
I ■浇 y 油旋转而成的曲面(方向取为右蒯），试计算曲面 积分： 

I - ^2 xydy 6 z + (1 + y ) 2 dz 6 x - Ayzdrdy . 

六、 （ U 分）证明：函数 fix ') = 在(0, + co ) 上一致 连续. 

七、 （13 分）设 ui ( x ) = sinx t « n + i ( jr ) = - 1，2,…），证明： 

(1) 对任何 j : € ( Cl ， x >， liro «^( j ) 28 0. 

(2) 级数 2] (- l)X(x) 在 (0, If) 上一致收敛. 

# « J 
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八、 （16 分）已知 证明： 

(1) 对任何 c € {- «>. + «), |^e- <4C_fl)2 d^ : =7i. 

(2) 积分 J *2 e - ki ) 2 d*r 在 （■ co , + cc 〉 上不一致收敛. 

(3> 在任何有限区间 U, H 上，积分 f%- u 〜 >2 d: 在区间 U，fr] 上一致 

J —09 

收敛. 


(东北大学 2001 年 ) 


— 、（功 分） 填空： 

1. 设 E = U ； x 6(0, 1) 中的有理数丨，则£的聚点集为_, supE = 

_» inf £ = _; 

2. 设函数 /( x > 在 x = 0点连续， g ( x ) = /( x > sim 则函数 gU ) 在 a = 

0的导数为_; 

3. 设函数 DU ) = ^ ^ 则 DU ) 在10, 1] 上关子任意分法的 

上和 S =_ 下和£=_第:•个区间的振楢叫=_; 




，则 DU ) 在 I 0» 1] 上关子任®分法的 


4. 幕级数 I； 的收敛域是_； 

5. 设 F 是可傲函数， r = a +上)，则 a p 


<^z _ 


6. 设函数 f ( x ) ^ cos 

7. 设空间区域 DO ): 


在 x S f 的 Taylor 级数展开式是. 
2 + > 2 + z l K e l z {t >0〉， f ( t ) » 


2 dzdyds ： 


= 16«，则 £ = _ . 

二、 （8 分）设 f ( x ) 在[«，+ ®) 上严格单调增加，若 Iim /( x n ) = 

n — 

lim fix ) 存在（有限〉，证明： lim x n - + go . 

X 蜂 4 C « 

三、 （8 分〉 设函数 / u ), / u ) 在区间 u , 6] 上连续， fU ) 在区间 
( a , 6) 上存在二阶 导数； /( a > = f { b ) ^ 0 且存在 c € ( a , 使 /( c 〉：> 0. 
证明： 存在 f 6 U , 使 f (0 < 0. 

四、 （ S 分）证明：函数 fix ) = si n « i 2 在区间 oo , +< o ) 上不一致连续. 
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五、 （8 分）计箅第二类曲线积分 J ^*(2 - cosy ) d*r - ^(.y - 3 iny } dy t ft 
中 / 是从 (0, 0) ffl *> = siiw 到 U , 0) 的有向曲线. 


.2 . .2 


y # 


六、 （10 分）设 / u)=i ^ 夕 +〆 • ，则偏导 

0. x 2 + y 2 - 0 

数厶 U , y ), f y ( x , >) 存在.且它们在(0, 0) 不连续，在 (0, 0) 点的任 一邻域 
内无界.但 / U ，； y > 在(0, 0) 可微. 

•七、 （15 分）设 ; sinx , m h + 1 ( jc ) = sinu „< x ) (m =1, 2, ••). 

1. 证明 ： lim ^ u„(.x) = 1; 

— V 3 

G0 

2 . 证明：在 <0, « r ) 上一致 收敛， 但不绝对收敛， 

n »1 

八、 （15 分）设 = f +C ° T V d 工 (0 < a < + cc ), 证 明： 

Jo x(l + x £ ) 

* / eo 

• —/ , , rasctr ， 

1. F { a ) - :- 5^ » 

Jo 1 七 〆 

2 - F *< a ) » F ( a ) - *^(<r >0). 


cosaj , 

rr ^ d 〜 


(东北大学 2002 年} 


一、 （30 分） 填空： 


i . 设 /( im ) = 13 < ^ ^ 1 , /(0) ：= 0,则 _• 

X > I 

广 1 - - 

2 ， lim V - T 2 + y 2 dy — _. 

i-»uj -i ^ ^ 

3 . 设 f = x , 7 = y + j 2 , 则由方程 = 0 变换为 2 关于新自 

变 fll ，* 7 的方•程为_ . 

4. 函数 / U ) » ln(x + 7 TTT 2 ) 在 j = 0的 Taylor 级数展幵式是_, 

约定 （-1)! = 1. 

5. 引进新变 fi u = x + y t v = x - 则积分 fix , : y ) d ; y 变换成 

关于变 S «, v 的二次积分是_ . 

6. 设 S 为上半球面/ + ^ = 1 U > 0) 的上侧，则第二类曲面积分 
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二、 （ 10 分）设 /u) 在 [fl, 6 ] 上连续且 Vj e [ 0 , dL /U) > 0 •证 
明： 

4 

Jim f" f {/(-r) ) B dx = max l/(x) i. 

，令 》 LJq 」 

三、 （ 10 分）设 a< 0 , 函数 /U) 在区间 [a, +cc> 上可导， Um/U) = 

< r —+ 篇 

0 , /( 0 ) ./( 0 )> 0 ; 证明：存在 I e [a, + co) r 使得 / U ) » 0 . 

四、 （ 10 分）设 L 是一条分段光滑的闭曲线且原点位于闭曲线 L 的内部， 
方向为逆时针方向， 计算第 二类曲线积分 

. _ T (x + v)dx — (x — v)dv 


五、 （10 分） 证明： 函数 fix ) » 


分别在 （-a, 0〉和 （0, 


一致收敛，但在 （-co, 0) U <0, + «) 上不一致收敛. 

六、 （10 分〉 证明： 级數^七在 （U 十 《>) 上不一致收敛 • 


七、 （20 分）设/ = U 


dx(a > 0,浮 > 0), 


1. V 6 > 0, 证明： 广义积分 J 关于 a 6 [0, 6] —致 收敛; 

2. 求广义积分 J 的值. 

{北 京师范大学 1992年） 


) 上 


一、 （10 分）求由方程/+ -10 = 0确定的隐 

函數 z = zix t y ) 的极值. 

二、 <20分）1.设 /( O 在£ > 0时连续 • 如杲积分 = a 

和 A = < ；?) 时收敛.证明 f t A /(_ 关于 A 在[«，⑴上一致收敛. 

2. 证明 lim f ； 卜 W 1 * - fln 2, ^ e (0, 1). 

--1 71 I ^ x i 

三、 （20 分 ）1 •设 fix) 在 （0, + 中任意一 点有有 界导数，且 

lim fix) » lim /( x ) = A , 证明 •• 存在某点 r 6 (0, + co ), 使得 /(,) » 0. 

四、 （10 分）设0是中原点的一个邻域， g { x ) e C { l ) { Q) y g <0)= 
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0. 求证： 

g (. x ) = 其中 / Ax ) 6 C ⑴⑻， / # (0) = 

_-l 

% 五、 （20 分） 设 / U ) 在 [0, ll 上连续， 试证： 

六、 （20 分》 设 £> 为平面区域， uix , y ) e C (2) { D ). 证明： «( x , >>是 
调相函致，即 《 满足3 + |^«0的充要条件 是：对 D 内任一圆周乙、其所限 

定的区域属于都有 ^ds = 0. 其中_表示 U 沿 L 的单位法向 a « 的方 
向导数， j 为 L 的孤长参数. 

(北 京师范大学 1993 年 } 


.一、05 分〉 解答下列问 题； 
1. 求极限卜 


2 •设 f ( 0 ) 存在，/(0) = 0, $( x ) 


fix ') 


r(o), 


#0 


• 求， (0). 


二、 （15 分> 设厶 = fj " JT ^ Pdxin 为自然数)， 求证： 

J o 

1 - a ^^2 a - 2i 2 . 3 

三、 （12 分）设函数 / U ) 在 O , 6] 连续，在 U ， 幻二阶可导，且 / U ) 
^ fW = 0 . 求证: 若存在 c € < a ， 使 /( c ) >0»则存在 f 6 (I A ), 使 

no < o . 

四、 （12 分）设函数 / U ) 在 U , + ») 连续，且 - d )^ 
0{ c , d 为常数)，求证 s / U > 在 U , + «〉一致连续/ 

五、 （12 分）计箅曲面枳分 


I = Jj * x 2 d , yd « +• y 2 dsdx + z 2 dxdy f 


其中 S 为球面 - a > 2 + (^ - b ) 2 ^ - c ) 2 = RHz > c ) 的上侧. 

六、 （12 分〉 设函数 s = z { x t y ) 满足 
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!]• 

作变 fl 替换 i = si 

32 

a 


y = 


有 


IV. 求证： u» = lnz 满足 

七、 < 12 分〉证明？ 1 .J。e -ftr sinodr 关于 a 6 [0, + co ) 一致收敛 • 
2_」o e-OT sina ^® 关于; r € (0, + oo) 不一致收敛， 

八、 （10 分）设 S 数序列 |/ n U )|(” = 1，2, •_.) 在 U, 满足： 

1. t/ M (-r)l 在 U, 6] 处处收敛； 

2. AU) e = 1, 2, •••), 且对 一切 : t e [a，6] 及一切自然数 

l /»( x ) j<M (Af 为常数）. 

3. 求证 IAU ) [在 U ，6] —致收敛. 


一、 U 5 分） 
证明： （1) lim 


(北京师范大学 

•设0< 〜< 1, Xft4 
r M ; 0; (2) limnar u 


1996 年） 

=xAl - j 


=1, 2, 


09 

2_ 已知收敛 ， I 九 I 为单调增加序列，且= 

蠓 讎 1 蠓_ 篇广 


# P u . 


« = 1，2， •♦•• 求证 ：】 im 


PlCli + pi<Xi + •• + t>.JX 
Pn 


0. 


二、 （15 分〉 函数/( X )在幵区间 （ a , 6) 上有连续导函致，且 ii m f ( x ) 
与 /( z 〉 均存在且有限， 试证： 

< i ) /( x )4( a , fr ) 上一致 连续； （2) lLm /( x ), lim fU ) 均存在, 

ao 分） s 数 / u > 二次可》， /( o ) = V(D = 。厂:激】/(怎> =- 1 . 


试证： 


maxr ( x )>8. 


四、 （15 分） 证明： 


nlrm 


-s 


k 2 lnA nilnn ) 
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六、 （ 15 分）设 C 为锥面 /(x- xq) 2 + Cy - yo) 2 = (z - «o)tana ， 

0< a < y. S 是包含在 C 的内部区域 IU，> *)6 货 | y/U-x 0 f + <y- yof^ 

里的光滑曲面， S 与 C 的交线是没有重点的闭曲线，且从点 Pc >( Z (), 
%, i D > 出发的任意射线与 S 至多有一个交点，平行于 2 轴的直线与 S 也至多 
有一个交点.《为 S 的法线方向，其正方向指向圆锥内部的区域被 S 分割出来 
的无界区域 ， r - (x ^ xq , y - yo > z ~ zq ), I r i = r . 求 



七、 （15 分） / U ) 在 [ a , 6〗可积， 求证： 

(1) 任意 e >0, 则存在 [q d }( Z { a t b} t 使得 /( x ) 在 [ c , d ] 上的振幅 

(Vf[Cy d"\ < €； 

(2) E 明 f { x ) 的连续点在 [( 2 ，6] 处处獮密，即求证任意 u 、/?] c 

[ a , b ), 则 /< X > SU ， jS ) 内有连 续点； ， 

(3) 若 Ax )> 0 t Rij | V ( x)dx = 0 的充要条件是 / U ) 在连续点恒 为零. 

(北京师范大学 1997 年） 


一、 （16 分） 设〜 > h > 0,且〜 心- 1 卜 ' b N = — > 

乙 a„_i + 

« = 2, 3, ••、 证明： 数列 k ,, l , \ b , t \ 的极限存在且都等于 / mi . 

二、 （16 分）设 fix , _ y ) 是定义在区域 0< x < l , 0<： y<l 上的二元 
连续函數，/(0, 0) = I ),且在 (0, 0) 处， f { x t y ) 可微.求 极限： 
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\ S M ( x)\^m >0 (m 为常数 ）， 又 ff U ) » g { b ) = 0. 证明： 

I 容 (x) I 5 s f (6 ^ a) 2 . 

五、 （ l 7 分）判断广义积分 l 4 的敛散性. 

六、 （ 17 分）设 由 2 = J 2 + > 2 » 2 = 0, xy = \, xy = 2, y = » 

y 所圃成.求积分 

I * |* x 2 y 2 zdj：dydz . 

(北京师范大学 1998 年} 

— 、 <20 分）设 /€ C 2 00 且 Vx € R, Vk >0, fU +h)+ fU-Ji) 
- 2/(^) ^0. 证明： V*r e R ， r(x) ^0. 


二、 （20 分）设/(工） = 22. _, W n x . 求 lim 1 -*(/<工）-/( 0 ))_ 

*0 之―/ 


、〈20 分） 设办）= b 2 ” 2 广 1 


0. 

求/•在 (0, 0) 的四阶 Taylor 多项式，并求出 ^>(0, 0), 0(0, 0). 


( x , y ) * (0, 0) 




四、 （20 分）设广义积分 J ^/( x ) d ^ 收敛.证明 ：存在 $云（ 1 , co ), 使得 

I xf{a)dx = I f{x)dx. 


五、 （20 设 / 是 R " 的开 y 到 R w 的可微变换. x , G , 
求证: 若线段 G 6 G , 则存在 $ e 使得 

\ f ( y ) - /( x ) I 2 = - / U ))/ U )) - < y - x ), 

式中 / 表示 / 的导数 (Jacobi 阵），“•”表示 R " 中的内积. 

(北京师范大学 19W 年 } 


一、 （14 分）⑴试证：致列③士 - hU 十1>}收敛 • 
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⑵记 C。▲ 1 土 { 右 士 •- Ln(n ■+!)}. 

试证:1叫 （S -女) = Co _ 

二、 （ ii 分）求最小的 p 和最大的 <»， a 


g „w p )- 

求最小的 0 和最大的 a ， 使所有的自然数《有 
I 1 \~+« / 1 \^P 


三、 （14 分）设/<:*:〉在实轴上有界且连续可撖，并满足 

i / u ) + r < x ) i < i . 』€ (-⑦，+ «). 

试证 fix) I ^ l, x 6 {- «>» + oo)_ 

四、 <15分）设= sinj + sin 2 : + …十 sin " x . 试证： 

(1) 对任意自 然数〜 方程 / n ( x ) » 1在内有且仅有一个根； 

(2) A € (矛 ， f ] 是 /， U ) = 1的根，则把仏 = "!*• 

五、 U 4 分）计其 f ( y ) = f e ^ cos ( t 2 xy ) dy i 此处 - oo < > < + a 

Jo 

(计算过程要理由） 

六、 （15 分）设函数在 [0, 12] 上连续可微， g ( 0 ) = 0 . 试证： 

f 9 U ( x )^( x)|<Lr < 兮 J : I ，( x ) I 2 dr , 

其中等号成立当且仅当 g ( x ) = cx ( c 为常数 ）• 

七、 （14 分〉 给定积分^ ss |[(| f 厂+ ( f ^) 2 ] dxd >. 作正 M 变换 : r 

x(w, v) t y = y(ti 9 v). 区域 D 变成如果变换满 S: 

9 x _ B _ y _ ^_x _ 3 ^ 

<?u 9 v ' ^v 3 u 


SiEs/ = |[( lf ) 2+ ( ff) 2 ] dttdv 


(北京师范大学 2001 年） 


一、 （ 15 分）证明下述 Dini 定理 . 设 - °°< i2 *< 6 <+ co ， V » C N, 
f u e CU, 且 f n >fw 如果 6], hmf„{x) = 0, 那么 








令/ • = (/ lt / 2 ). R 2 — R . 任取 f > € R 2 * 并定义 Pi = /( P )， P„n ^ n 

€ n . 证明：收敢，且細 ^ =/ umP w )_ 

四、 U 5 分）设/€ C ( R ), « € N . 记 j 二 ( j ,, •••, a-J € R N •定义 


F(z) = II /(A )， D = U e R w : 0< q < … < < 11 


证明： 

五、 （20 分） 

Fourier 系数. 

六、 （15 分） 


j D F<x)dj = Ml / <0dt ) * 


设 /(* r ) = log 


2 s[n 


x 




, 0< x <2 k . 请计算 / 的一切 


计算 B 3 中单位球面 S = Hx t y t z)t xUy 


=11 的面积. 


(北京师范大学 2002年) 


一、 <15 分〉 设函数 / U ) 在 U , 6) 内可导，并且 /( x ) 的导数 / U ) 在 
U , 6) 内有界. 证明： / U ) 在 U ，6) 内有界 . 

二、 （20 分）计算二重积分 JJ / TT ^ ldxdy . 其中 D 为区域 I 

P 

1, 0< y <2. 

三、 （15 分）取 p = z + 4 x 2 + y 2 + 作为新的自变 M , 变換 
方程： 

3+ A 

四、 （15 分）设/，⑺= 2 士 /(r + 含)，其中 / U ) 在 (-«, + «) 
上连续，求证®数列在任意有界闭区间 U , 6】内一致收敛. 

五、 （20 分）设 p 6 [1, +«), 研究级致 2] ^何时发 

«雩 t ( V + ( _ 1 J / ^ 
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散？何时条件收敛？何时绝对收敛？ 
六、 （15 分）求， （(2) 其中 


g ( a ) = | 


arctan ( 


dXy a 6 {- 


(北京师范大学 2003年) 


.— 、 （15 分） 设 心 +i = 1十〜=«，证明数列收敛，并求它 

1 + xi 

的极限. 

二、 （ 1S 分 > 设 or = sup(/(ar) I a ^ x < 6 1> 证明存在 <3 < J： K < 5 ，使 
得 lim/(:*:„> = c 成立 . 

三、 （ LS 分） 写出 e •^在 x = 0点展开的丁 ayk «* 级数的前五项系数，并指 
出该级数的收敛区域. 

0、 （20 分）已知 c = zU , 由工 2 + y 2 十 * 2 U ) = 1确定，且 AU ) 

具有所需性质 ，求 

五、 （20 分）求下面曲面所围立体的体积，；办 ， x + y + z = 1 , z = 0, 

六、 （20 分> 将直角坐标系下的 Laplace 方程 ： ffi ^ =0化为极坐标 

系下的形式. 

七、 （10 分〉 设 / U ) 在 [0. 1] 上具有连续导函数，且/( I ) =0,证明函 

数 项级数 S [%7(0心在 x € [0, 1] 上一致收敛- 
» = o J 0 

八、 （25分> 设 / U ) 定义在实轴 R 上，且/( X )在 R 上连续.任取 
xo G R ， 令 = /( x w ), n = 0, 1，2， ••_. 证明： 

(1) 若 x 6 R , 则数列 UJ 收敛. 

(2) 若/(0> >0, / U)<iVf 且 I fix ) I <1, x € R , 则数列 收敛. 

九、 （10分> 设 r 是平面上过原点的光滑闭曲线， C , 是以原点为圆心， 
牟径为 s 的囿周，/；表示尸截取含在 C , 中的曲线段后得到的曲线，求 

HmJ r ^ f • 其中取1\的方向为正方向. 
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(北京师范大学 2004年） 

— 、 （10 分〉 一个容器的底是正方形，边是竖直的，没有盖.用 2700cm 2 
，的材料制造这样的容器，求使得容积最大时的容器尺寸. 

二、 （ 10分）方程 x — rd - y — r — rco ^ Q * 0 ^ ^ ^ 2n 表示旋轮 

线的一拱.求其长. 

三、 （10 分）方程$ + # = 1(« >6 >0) 表示一个補困.求此曲 线绕工 
轴旋转一周所成曲面的面积. 

四、 （10 分）一个半径 5m、 髙 9m 的圆柱状水箱的三分之二蓄满了水.求 
把所有的水抽出水箱顶所需做的功. 

五、 （10 分）一个水坝的迎水面是一个竖直的等腰梯形，上底长 2(K)nu 
下底长 lOOra , 高 40 m. 求当水面达到坝顶时，迎水面所受的水压力. 

六、 （20 分〉设 

{ x , y ) ^ (0 f 0) 

( x , y ) = (0, 0) 


2, …， 

0 < 2 士 - in (« + IX 2* 2 ^2 < L 

八、 （20 分）设 /€• C 2 (R) 且 

Vx 6 ¥A >0, f{x ^ h) ^ fix - h) - 2/(x) >0. 

证明： Vx 6 R, 

九、 （20 分）设 / 在 R 上有三阶连续导函数.证明： 

fix) - (/(0) + /(0)x + +r(0)x 2 ) = - t)Ht. 

十、 （20 分）设/在 U，6] 上连续且单调增（- cc < a 6 <+ oo) •证 
明： 

\ b xf{ x)dx> Q ^ ± \j{x)dx. 

并证明上式中，等号仅当/为常值函餃时成立. 


fix ) = 


[1- 

0, 


&)• 0(0, 0). 

七、 （20 分〉证明对于所有的《 = 
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附录 3 常用数学符号一览表 

4 

I 

X ， A ，•• •：表示集合；■*， a ， …表示 元素. 

xSX ： 分别表示 or 属于 z 不属于 X . 

N 4 ： 表示正整数集. 

R: 表示实致集，同时也表示无穷区间 （- CO , + CO ). 

R 2 ： 表示二维平面或二维欧氏空 W ; FT 表示 n 维欧氏空间. 

表示等价或充分必要.例如， P ㈡ Q 表示 P 与 Q 等价，或 P 成立的充 
分必要条件是公成立. 

f { gU »-. 表示函数：^ = /(«>与《=贫（^〉的复合函数，也写成 

V ： 表示‘ ‘对任意”、“对所有”或“对每一个 
3 :表示“存在”或 “有' 

对偶法则：设命题 P 为 

PiSt ， pzS 2 9 p „ S N , 使得 S M ( * ) 

其中九 （t = l , 2 ，…， 《> 为逻辑符号 V 或 3, $0 = 1, 2 ，…， 《 + 1>代表數学 
表达式. 则为了 得到命的否命題的肯定叙述，只要将 （*) 中的所有逻辑 
符号 p 山=1，2, _••， 《) 从 V (3) 改成 3( V >, 并将最后的改为它的否定 
式即可，例如，數集 A 有界 ， SP 

彐 Af >0. Vx € A , 使得 
它的否定，即数集 A 无界，就是 

VM >0, 3 x ^ A 9 使得 |： r |> M . 
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中英文人名对照表 


附录4 


阿贝尔 Abel 
欧拉 Euler 
利普希茨 Lipschitz 
斯图茨 Stolz 
戴德金 Dedekind 
莱布尼茨 Leibniz 
施瓦茨 Schwari 
柯西 Cauchy 
拉格朗日 Lagrange 
黎曼 Riemann 


博雷尔 Borel 
高斯 Gauss 
皮亚诺 Peano 
巴拿赫 Banach 
费马 Fermat 
麦克劳林 Maclaurin 
泰勒 Taylor 
狄利克雷 Dirichlet 
洛必达 L’ Hospital 
斯托克斯 Stokes 


达朗贝尔 D’Alembert 
拉普拉斯 Laplace 
罗尔 Kolle 
康托 Cantor 
海涅 Heine 
拉阿比 Rasbe 
波尔察诺 Bolzano 
傅里叶 Fcrurier 
牛顿 Newton 

我尔斯持拉斯 Wcierscrass 
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